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1 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

1.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà âåêòîðîâ
(äâóìåðíûõ èëè òðåõìåðíûõ). Íåîáõîäèìîñòü òàêîãî îáîáùåíèÿ âûçâàíà
òåì ôàêòîì, ÷òî âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è ïðèêëàäíûõ íàóê áîëü-
øîå ÷èñëî îáúåêòîâ îáëàäàþò ñâîéñòâàìè âåêòîðîâ: èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü,
óìíîæàòü íà ÷èñëî èëè äðóã íà äðóãà, ïðè÷åì, ýòè îïåðàöèè îáëàäàþò òåìè
æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè äëÿ âåêòîðîâ; äëÿ ýòèõ îáú-
åêòîâ ìîæíî ââîäèòü ïîíÿòèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè è áàçèñû. Òàêèì
îáðàçîì, âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü èçó÷èòü ñâîéñòâà óêàçàííûõ îáúåêòîâ ñ
åäèíûõ ïîçèöèé, íå îòâëåêàÿñü íà èõ ÷àñòíûå îñîáåííîñòè.

×òîáû ðåàëèçîâàòü òàêîå îáîáùåíèå, ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî ïåðå÷èñ-
ëèòü íåáîëüøîå ÷èñëî ñàìûõ îáùèõ ñâîéñòâ âåêòîðîâ (êîòîðûå è äåëàþò,
ñîáñòâåííî, âåêòîðû òåì, ÷òî îíè ñîáîé ïðåäñòàâëÿþò), èç êîòîðûõ ñëåäó-
þò âñå îñòàëüíûå èõ ñâîéñòâà.

Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ L íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì , à
åãî ýëåìåíòû x, y, z � âåêòîðàìè , åñëè â L îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè
íàä âåêòîðàìè:

1) ïåðâàÿ îïåðàöèÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëþáûì äâóì âåêòîðàì x è y
òðåòèé âåêòîð, íàçûâàåìûé èõ ñóììîé è îáîçíà÷àåìûé x + y (îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

2) âòîðàÿ îïåðàöèÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëþáîìó âåêòîðó x è ÷èñëó λ
âåêòîð, íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì x íà λ è îáîçíà÷àåìûé λx (îïåðà-
öèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî); ïðè÷åì, ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì àêñèîìàì:
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1. x + y = y + x (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ).

2. (x + y) + z = x + (y + z) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ).

3. ∃(o)∀(x) x + o = x (ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî âåêòîðà).

4. ∀(x)∃(−x) x+ (−x) = o (ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà, ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî âåêòîðó x).

5. 1 · x = x (ïðîèçâåäåíèå åäèíèöû íà âåêòîð íå èçìåíÿåò ïî-
ñëåäíèé).

6. λ(µx) = (λµ)x (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî).

7. λ(x + y) = λx + λy (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ).

8. (λ + µ)x = λx + µx ( äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ÷èñåë).

Âåêòîð o íàçûâàåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì , âåêòîð −x � âåêòîðîì,
ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó x. Ñóììó âåêòîðîâ x è −y áóäåì íàçûâàòü
ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ è îáîçíà÷àòü x− y.

Åñëè ÷èñëà, íà êîòîðûå óìíîæàþòñÿ âåêòîðû, äåéñòâèòåëüíû, L áóäåì
íàçûâàòü äåéñòâèòåëüíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì; åñëè ýòè ÷èñëà
êîìïëåêñíûå, òî � êîìïëåêñíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè áóäåò
ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî L ìîæåò áûòü êàê äåéñòâèòåëüíûì, òàê è êîìïëåêñ-
íûì, òî áóäåì åãî èìåíîâàòü ïðîñòî ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Èç ââåäåííûõ àêñèîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1◦. Íóëåâîé âåêòîð � åäèíñòâåííûé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà íóëåâûõ âåêòîðà o1

è o2. Òîãäà ïî òðåòüåé àêñèîìå o1 + o2 = o1 = o2.

2◦. Âåêòîð x èìååò åäèíñòâåííûé, ïðîòèâîïîëîæíûé åìó, âåêòîð −x.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåêòîð x èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ âåêòîðà −x1 è −x2, òî ïî âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé àêñèîìàì äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ, ÷òî

(−x1) + x + (−x2) = ((−x1) + x) + (−x2) = o + (−x2) = −x2,

1.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû
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è
(−x1) + x + (−x2) = (−x1) + (x + (−x2)) = (−x1) + o = −x1.

Çíà÷èò, âåêòîðû (−x1) è (−x2) íå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.

3◦. Âåêòîð o ïðîòèâîïîëîæåí ñàì ñåáå.

Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî o + o = o.

4◦. Âåêòîð x ïðîòèâîïîëîæåí âåêòîðó −x: −(−x) = x.

Ïðÿìî ñëåäóåò èç ïåðâîé è ÷åòâåðòîé àêñèîì.

5◦. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 0x = o.

Â ñàìîì äåëå, 0x = 0x + x + (−x) = (0 + 1)x + (−x) = x + (−x) = o.

6◦. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (−1)x = −x.

Äåéñòâèòåëüíî, (−1)x+x = (−1+1)x = 0x = o. Ñëåäîâàòåëüíî, (−1)x�
âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîðó x, à òàê êàê òàêîé âåêòîð ïî äîêàçàí-
íîìó â 2 åäèíñòâåíåí, òî (−1)x = −x.

7◦. Ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà íà íóëåâîé âåêòîð ðàâíî íóëåâîìó âåêòîðó:
λo = o.

Ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ: λo = λ(x− x) = λx− λx = o.

8◦. Åñëè λx = o, òî ëèáî λ = 0, ëèáî x = o.

Ïóñòü, íàïðèìåð, λ 6= 0. Óìíîæèì ðàâåíñòâî λx = o íà λ−1: 1x = o, òî
åñòü x = o.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ìíîãèå èç êîòîðûõ èìå-
þò âàæíîå ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè.

Ïðèìåð 1.1 (Îáû÷íûå âåêòîðû). Òàê êàê îáû÷íûå âåêòîðû, èçó÷åííûå â
ðàçäåëå âåêòîðíîé àëãåáðû, ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ
è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñèîìàì ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà, òî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå
îáðàçóþò ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

1.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû
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Êîîðäèíàòíàÿ ôîðìà çàïèñè âåêòîðîâ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìå-
åò âèä äâîåê ÷èñåë: (a1, a2); â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � òðîåê ÷èñåë:
(a1, a2, a3). Ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ â àëãåáðàè÷åñêîì óðàâíåíèè, ìíîæå-
ñòâî ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ â îäíîì è òîì æå óðàâ-
íåíèè òàêîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû n ÷èñëàìè: (x1, x2, . . . , xn).
Ïî àíàëîãèè ñ äâîéêàìè è òðîéêàìè ÷èñåë òàêóþ çàïèñü áóäåì íàçûâàòü
n-êîé ÷èñåë . Ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé ðàáîòû ïðåäïðèÿòèÿ; ìíîæåñòâî
õàðàêòåðèñòèê ðàáîòû òðàíñïîðòà; ìíîæåñòâî âåëè÷èí, îïèñûâàþùèõ ñî-
ñòîÿíèå ïîãîäû, òîæå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå n-îê ÷èñåë.

Ïðèìåð 1.2 (Ïðîñòðàíñòâî Rn). Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ n-îê
÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ n-îê ÷èñåë (âåêòîðîâ)
x = (x1, x2, . . . , xn) è y = (y1, y2, . . . , yn) â òàêîì ïðîñòðàíñòâå:

x + y = (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) =
= (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

è óìíîæåíèÿ n-êè ÷èñåë íà ÷èñëî:

λx = λ(x1, x2, . . . , xn) = (λx1, λx2, . . . , λxn).

Åñëè íóëåâûì âåêòîðîì ñ÷èòàòü n-êó o = (0, 0, . . . 0), à âåêòîðîì, ïðîòè-
âîïîëîæíûì âåêòîðó x = (x1, x2, . . . , xn), âåêòîð−x = (−x1,−x2, . . . ,−xn),
òî âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäóò âûïîëíåíû. Íàïðèìåð, ñåäü-
ìàÿ àêñèîìà:

λ(x + y) = λ[(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn)] =
= λ(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) =
= (λ(x1 + y1), λ(x2 + y2), . . . , λ(xn + yn)) =
= (λx1 + λy1, λx2 + λy2, . . . , λxn + λyn) =
= λ(x1, x2, . . . , xn) + λ(y1, y2, . . . , yn) = λx+λy.

Ïðîâåðêó îñòàëüíûõ àêñèîì âûïîëíèòå ñàìîñòîÿòåëüíî. Ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî âñåõ n-îê ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ Rn.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n-îé:

Pn(t) = a0 + a1t + a2t
2 + . . . + antn, (1.1)

1.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû
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äëÿ êîòîðûõ ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî îïðåäåëåíû îáû÷íûì îáðà-
çîì:

Pn(t) + Qn(t) = (a0 + a1t + a2t
2 + . . . + antn)+

+ (b0 + b1t + b2t
2 + . . . + bntn) =

= (a0 + b0) + (a1 + b1)t + (a2 + b2)t2 + . . . + (an + bn)tn;

λPn(t) = λ(a0 + a1t + a2t
2 + . . . + antn) =

= (λa0) + (λa1)t + (λa2)t2 + . . . + (λan)tn.

Ïðèìåð 1.3. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå n-é ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðåøåíèå. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà
÷èñëî âûïîëíÿþòñÿ ôàêòè÷åñêè íàä êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíîâ, ïîýòî-
ìó êàæäûé ìíîãî÷ëåí ìîæíî çàìåíèòü m-êîé ÷èñåë (m = n + 1) è âûïîë-
íÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå äåéñòâèÿ íàä m-êàìè ÷èñåë. Íî, êàê áûëî ïîêàçàíî,
m-êè ÷èñåë îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, çíà÷èò è ìíîæåñòâî ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n-îé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 1.4. Åñëè íå îãðàíè÷èâàòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà êàêèì-ëèáî ÷èñ-
ëîì, òî ìíîãî÷ëåí (1.1) óæå íåëüçÿ çàïèñàòü m-îé ÷èñåë, à òîëüêî ñ ïî-
ìîùüþ áåñêîíå÷íîãî âåêòîðà âèäà x = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .). Áóäåò ëè
ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì?

Ðåøåíèå. Ââåäåì äëÿ òàêèõ âåêòîðîâ, x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) è
y = (y1, y2, . . . , yn, . . .), ÿâëÿþùèõñÿ áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè,
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî:

x + y = (x1, x2, . . . , xn, . . .) + (y1, y2, . . . , yn, . . .) =
= (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn, . . .),

λx = λ(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (λx1, λx2, . . . , λxn, . . .).
(1.2)

Åñëè â êà÷åñòâå íóëåâîãî âåêòîðà âûáðàòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íóëåé o = (0, 0, . . .), à âåêòîðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó x =
(x1, x2, . . . , xn, . . .), ñ÷èòàòü âåêòîð −x = (−x1,−x2, . . . ,−xn, . . .), òî òàê
æå, êàê è äëÿ n-îê ÷èñåë, íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà áóäóò âûïîëíåíû. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ òîæå
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

1.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû
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Ïðèìåð 1.5. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà f(x), íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[a, b], î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ îáû÷íûìè îïåðàöè-
ÿìè ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ ôóíêöèè íà ÷èñëî. Íóëåâûì âåê-
òîðîì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî
ðàâíóþ íóëþ íà îòðåçêå [a, b], à âåêòîðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ôóíêöèè
f(x), � ôóíêöèþ −f(x).

Ïðèìåð 1.6. Ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà m×n (èç m ñòðîê è n ñòîëá-
öîâ) îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì ñëîæåíèå ìàòðèö è óìíî-
æåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì. Ðîëü íóëåâî-
ãî âåêòîðà èãðàåò íóëåâàÿ ìàòðèöà, à ðîëü ìàòðèöû, ïðîòèâîïîëîæíîé
ìàòðèöå A, � ìàòðèöà −A. Î÷åâèäíî, âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà âûïîëíÿþòñÿ.

1.2 Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü

Âàæíûì ïîíÿòèåì â òåîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ëè-
íåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ, êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îçíà÷àåò, ÷òî íè
îäèí íåíóëåâîé âåêòîð èç äàííîé ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ íåëüçÿ ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé îñòàëüíûõ âåêòîðîâ íà íåêîòîðûå ÷èñëà.
Òàêàÿ ñóììà âåêòîðîâ x1,x2, . . . ,xn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ :

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn,

ãäå λ2, λ2, . . . , λn � ÷èñëà, íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòàìè ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè . Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿòðèâèàëüíîé , åñ-
ëè âñå åå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåò-
ñÿ íåòðèâèàëüíîé . Òî÷íîå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè òàêîâî:
âåêòîðû x1,x2, . . . ,xn íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè , åñëè òîëüêî
èõ òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå îíè íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè .

Åñëè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû, íàéäåòñÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó:

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn = o. (1.3)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (íà-
ïðèìåð, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, λ1) íå ðàâåí íóëþ. Òîãäà âåêòîð x1 ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç îñòàëüíûå âåêòîðû:

x1 = −λ2

λ1
x1 − . . .− λn

λ1
xn, (1.4)

1.2. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
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òî åñòü ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ x1,x2,
. . . ,xn. Åñëè æå âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ýòî ñäåëàòü íå óäàñòñÿ, òàê
êàê â ðàâåíñòâå (1.3) âñå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíû íó-
ëþ.

Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ x1,x2, . . . ,xn, . . . íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé , åñëè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ýòèõ âåêòîðîâ ëèíåéíî
íåçàâèñèìà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíî çàâèñèìîé .

Òåîðåìà 1.1. Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ x1,x2, . . . ,xn åñòü íóëåâîé âåêòîð,
òî âñÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, x1 = o, òîãäà äëÿ íåòðèâèàëüíîé ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ïîëó÷àåì 1x1 + 0x2 + . . . + 0nxn = o, ÷òî îçíà÷àåò
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ x1,x2, . . . ,xn íåêîòîðûå îáðàçóþò ëè-
íåéíî çàâèñèìóþ ñèñòåìó, òî è âñÿ ñèñòåìà x1,x2, . . . ,xn ëèíåéíî çàâè-
ñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû x1,x2, . . . ,xk, k < n, ëèíåéíî çàâèñèìû,
òîãäà ñóùåñòâóåò èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λ1x1+. . .+λkxk,
ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó. Íî òîãäà è íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
λ1x1 + . . .+λkxk +0xk+1 + . . .+0xn òîæå ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó. Çíà÷èò,
ñèñòåìà âåêòîðîâ x1,x2, . . . ,xn ëèíåéíî çàâèñèìà.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè âåêòîðû x1,x2, . . . ,xn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî è
ëþáàÿ èõ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äëÿ îáû÷íûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè â ðàçäåëå âåêòîðíîé àëãåáðû äîêà-
çûâàåòñÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáîé âåêòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ âåê-
òîðîâ. Èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé áóäåò âûòåêàòü, ÷òî íà ïëîñêîñòè ëþ-
áàÿ ñèñòåìà èç ÷èñëà âåêòîðîâ, áîëüøåãî äâóõ, ëèíåéíî çàâèñèìà.

Òåîðåìà 1.3. Äâà âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíè êîëëèíåàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåêòîðû a è b ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λa+µb = o. Ïóñòü, íàïðèìåð, µ 6= 0,
òîãäà b = −λ

µa. Çíà÷èò, âåêòîðû a è b êîëëèíåàðíû.

1.2. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
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Îáðàòíî. Ïóñòü âåêòîðû a è b êîëëèíåàðíû. Åñëè âåêòîð a íóëåâîé, òî
âåêòîðû a è b ëèíåéíî çàâèñèìû, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè æå a 6= o, òî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå âåêòîðíîé àëãåáðû,
b =λa, ãäå λ � íåêîòîðîå ÷èñëî. Çíà÷èò, íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó: λa − b = o, è âåêòîðû a è b ëèíåéíî
çàâèñèìû.

Ñëåäñòâèå 1.2. Äâà âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè íåêîëëèíåàðíû.

Òî÷íî òàê æå äëÿ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå äîêàçûâàëîñü, ÷òî ëþáîé
âåêòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè òðåõ íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ. Èç äîêàçûâàåìûõ íèæå òåî-
ðåì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ ñèñòåìà èç ÷èñëà âåêòîðîâ, áîëü-
øåãî òðåõ, ëèíåéíî çàâèñèìà.

Òåîðåìà 1.4. Òðè âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè êîìïëàíàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû a, b è c ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà îäèí
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ (ñì. (1.4)):
c = λa + µb. Åñëè a è b êîëëèíåàðíû, òî ïîñëå ñîâìåùåíèÿ èõ íà÷àë, îíè
îêàæóòñÿ íà îäíîé è òîé æå ïðÿìîé, íî òîãäà è âåêòîð λa+µb îêàæåòñÿ íà
òîé æå ïðÿìîé. Çíà÷èò, âñå òðè âåêòîðà a, b è c áóäóò íå òîëüêî êîìïëà-
íàðíû, íî äàæå è êîëëèíåàðíû. Åñëè æå âåêòîðû a è b íåêîëëèíåàðíû,
òî ïîñëå ñîâìåùåíèÿ íà÷àë âñåõ òðåõ âåêòîðîâ âåêòîðû a è b íå áóäóò
ëåæàòü íà îäíîé è òîé æå ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç òðè òî÷êè � èõ
îáùåå íà÷àëî è êîíöû � ìîæíî áóäåò ïðîâåñòè ïëîñêîñòü. Òîãäà â ýòîé
ïëîñêîñòè áóäóò òàêæå ëåæàòü âåêòîðû λa è µb, à òàêæå ïàðàëëåëîãðàìì,
ïîñòðîåííûé íà íèõ. Íî åãî äèàãîíàëü êàê ðàç áóäåò âåêòîðîì c (ñëîæåíèå
âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà). Çíà÷èò, âñå òðè âåêòîðà a, b è c
áóäóò ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè, ÷òî îçíà÷àåò èõ êîìïëàíàðíîñòü.

Îáðàòíî. Ïóñòü âåêòîðû a, b è c êîìïëàíàðíû. Åñëè êàêèå-íèáóäü äâà
èç ýòèõ âåêòîðîâ êîëëèíåàðíû, òî ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå îíè ëèíåéíî çà-
âèñèìû, à, çíà÷èò, âñå òðè âåêòîðà òîæå ëèíåéíî çàâèñèìû ïî òåîðåìå 1.2.
Åñëè æå íèêàêèå äâà âåêòîðà íå êîëëèíåàðíû, òî ïî òåîðåìå î ðàçëîæåíèè
íà ïëîñêîñòè c = λa + µb, èëè λa + µb− c = o è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû
a, b è c ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ñëåäñòâèå 1.3. Òðè âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè íåêîìïëàíàðíû.

1.2. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
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Òåîðåìà 1.5. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ëþáûå n âåêòîðîâ x1,
x2, . . . ,xn ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü
∆, ñîñòàâëåííûé èç ýòèõ âåêòîðîâ, íå ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû x1,x2, . . . ,xn ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû. Òîãäà ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn = o (1.5)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ λ1, λ2, . . . , λn èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
λ1 = 0, λ2 = 0, . . . , λn = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åå ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü
∆ íå ðàâåí íóëþ.

Îáðàòíî, åñëè ýòîò îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé
(1.5) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ λ1, λ2, . . . , λn èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Íî îäíî ðåøåíèå èìååòñÿ âñåãäà: λ1 = 0, λ2 = 0, . . . , λn = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äðóãèõ ðåøåíèé áûòü íå ìîæåò, è âåêòîðû x1,x2, . . . ,xn ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Òåîðåìà 1.6. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ëþáàÿ ñèñòåìà èç
(n + 1)-ãî âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîðîâ x1,x2, . . . ,xn,xn+1. Åñëè
âåêòîðû x1,x2, . . . ,xn ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ïî òåîðåìå 1.2 ëèíåéíî çàâè-
ñèìû è âåêòîðû x1,x2, . . . ,xn,xn+1, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîðû x1,x2, . . . ,xn ëèíåéíî íåçàâèñèìû è
âåêòîð xn+1 6= o (èíà÷å âñÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà è òåîðåìà
äîêàçàíà). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn = xn+1

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû åå ãëàâ-
íûé îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ, ïðè÷åì, ýòî ðåøåíèå íåíóëåâîå, ïîòîìó
÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîð xn+1 îêàæåòñÿ íóëåâûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåê-
òîðîâ x1,x2, . . . ,xn,xn+1.

Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n-îé ëþáîé ìíîãî÷ëåí
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí m-êîé (m = n+1) ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîýòîìó
â ñîîòâåòñòâèè ñ òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìîé ñèñòåìà èç (n + 1)-ãî
ìíîãî÷ëåíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà, åñëè ñîñòàâëåííûé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
m-îê îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ. Èç ýòîé æå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå
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n + 2 ìíîãî÷ëåíà ëèíåéíî çàâèñèìû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè,
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà x1 = 1, x2 = t, x3 = t2,. . . , xn = tn,
òàê êàê åé ñîîòâåòñòâóþò m-êè, îáðàçóþùèå îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò òàêæå èç òîãî, ÷òî ìíîãî-
÷ëåí λ0 + λ1t + λ2t

2 + . . . + λntn ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ ëèøü òîãäà, êîãäà
âñå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ x1 = 1, x2 = t, x3 = t2, . . . , xn = tn, . . .. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà òàêèõ âåêòîðîâ èìååò âèä xk = tα,
xl = tβ , . . . , xs = tγ , ãäå âñå ïîêàçàòåëè α, β, . . . , γ ðàçëè÷íû è ïðèíàäëå-
æàò ðàñøèðåííîìó ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N0 = {0, 1, 2, . . .}. Ïóñòü
ξ = max( α, β, . . . , γ). Êàê áûëî ïîêàçàíî, ñèñòåìà âåêòîðîâ x1 = 1, x2 = t,
x3 = t2, . . . , xξ = tξ ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à òîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìà è
ñèñòåìà âåêòîðîâ xk = tα, xl = tβ , . . . , xs = tγ (ñëåäñòâèå 1.1).

Òàê êàê ìíîãî÷ëåíû x1 = 1, x2 = t, x3 = t2, . . . , xn = tn,. . . íåïðåðûâíû,
òî îíè äàþò ïðèìåð ëèíåéíî-íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ è â ïðîñòðàí-
ñòâå âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà m × n ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñè-
ñòåìó èç mn âåêòîðîâ îáðàçóþò ìàòðèöû Aij , ó êîòîðûõ ýëåìåíò aij = 1,
à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Â ñàìîì äåëå,

m∑
i=1

n∑
j=1

λijAij = O

(O � íóëåâàÿ ìàòðèöà), åñëè òîëüêî âñå λij = 0. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A ðàçìåðà m× n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A =

 a11 . . . a1m

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn

 =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijAij ,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà èç mn + 1 ìàòðèöû óæå áóäåò ëèíåéíî çà-
âèñèìîé.
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1.3 Áàçèñ

Áàçèñû ïîçâîëÿþò çàïèñûâàòü âåêòîðû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â êîìïî-
íåíòíîé (êîîðäèíàòíîé) ôîðìå òàê æå, êàê çàïèñûâàþòñÿ îáû÷íûå âåêòî-
ðû.

Áàçèñîì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ óïîðÿäî÷åí-
íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, îáëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì,
÷òî ëþáîé âåêòîð ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèåé.

Áàçèñ èç n âåêòîðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü < e1, . . . , en >, à âåêòîðû ei

íàçûâàòü áàçèñíûìè. Åñëè áàçèñ ñóùåñòâóåò, ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íà-
çûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì (n-ìåðíûì), à ÷èñëî n � ðàçìåðíîñòüþ
ïðîñòðàíñòâà. Åñëè æå äëÿ ëþáîãî n â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâó-
åò ñèñòåìà èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì .

Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé âåêòîð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåê-
òîðà ïî áàçèñó , à êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè � êîýôôèöè-
åíòàìè ðàçëîæåíèÿ :

x = x1e1 + . . . + xnen = [x]T [e].

×èñëà x1,...,xn íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè èëè êîîðäèíàòàìè âåêòî-
ðà x, à çàïèñü [x], [x]e îçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà â âèäå
ìàòðèöû ðàçìåðà n × 1, òî åñòü â âèäå âåêòîðà-ñòîëáöà (ñ äîáàâëåíèåì
îáîçíà÷åíèÿ áàçèñà, åñëè ýòî ñóùåñòâåííî):

[x] =

 x1

· · ·
xn

 .

Áàçèñ áóäåì çàïèñûâàòü òàêèì æå îáðàçîì:

[e] =

 e1

· · ·
en

 .

Òîãäà âûðàæåíèå [x]T [e] � ýòî ïðîñòî óìíîæåíèå äâóõ ìàòðèö:

[x]T [e] = (x1, . . . , xn)

 e1

· · ·
en

 = x1e1 + . . . + xnen.

1.3. Áàçèñ
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Òåîðåìà 1.7. Êîîðäèíàòû âåêòîðà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿ-
þòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ îäíîãî è òî-
ãî æå âåêòîðà ïî áàçèñó:

x = x1e1 + . . . + xnen; x = y1e1 + . . . + ynen.

Âû÷èòàÿ èç îäíîãî ðàâåíñòâà äðóãîå, ïîëó÷àåì

(x1 − y1)e1 + . . . + (xn − yn)en = o.

Òàê êàê âåêòîðû e1, . . . , en ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî
òîëüêî ïðè íóëåâûõ êîýôôèöèåíòàõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè: x1 = y1, . . . ,
xn = yn.

Òåîðåìà 1.8. Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äâà ðàçëè÷íûõ áàçèñà âñå-
ãäà ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå êîëè÷åñòâà âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò äâà áàçèñà
< e1, . . . , en > è < f1, . . . , fm >, ïðè÷åì, m > n. Ðàçëîæèì âåêòîðû fi,
i = 1,m, ïî âåêòîðàì ïåðâîãî áàçèñà:

fi =
n∑

j=1

αijej , i = 1,m, (1.6)

ãäå αij � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà fi ïî áàçèñó
< e1, . . . , en >. Ñîñòàâèì èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöó α11 . . . α1m

. . . . . . . . . . . . . . .
αm1 . . . αmn

 .

Òàê êàê m > n, òî ñòðîêè ìàòðèöû, ðàññìàòðèâàåìûå êàê n-êè ÷èñåë â
ïðîñòðàíñòâå Rn ëèíåéíî çàâèñèìû â ñèëó òåîðåìû 1.6. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ñóùåñòâóåò èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè λ1,
. . . , λm, ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó:

λ1(α11, . . . , α1n) + . . . + λm(αm1, . . . , αmn) = (0, . . . , 0),

èëè
m∑

i=1

λiαij = 0, j = 1, n. (1.7)

1.3. Áàçèñ
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Ñîñòàâèì íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äëÿ âåêòîðîâ áàçèñà
< f1, . . . , fm > è ïðåîáðàçóåì åå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1.6):

m∑
i=1

λifi =
m∑

i=1

λi

n∑
j=1

αijej =
n∑

j=1

(
m∑

i=1

λiαij

)
ej = o,

òàê êàê âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíû 0 â ñèëó ðàâåíñòâ (1.7). Çíà-
÷èò, âåêòîðû f1, . . . , fm ëèíåéíî çàâèñèìû è íå ìîãóò îáðàçîâûâàòü áàçèñ.
Ñëåäîâàòåëüíî, m = n.

Òåîðåìà 1.9. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà
èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýòè âåêòîðû íå ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî â ïðîñòðàí-
ñòâå ñóùåñòâóåò n+k, k ≥ 1, íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Åñëè ýòî ñïðàâåäëèâî
äëÿ ëþáîãî k, ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî, ÷ò�î ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
òåîðåìû. Ïóñòü èìååòñÿ n + k íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, à ëþáûå n + k + 1
âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà áàçèñ ñîñòîèò èç n + k âåêòîðîâ, à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1.8.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ï., îòìåòèì, ÷òî áàçèñîì ïðîñòðàí-
ñòâà îáû÷íûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà
íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòè; ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà ðàâíà 2.

Áàçèñ îáû÷íûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå îáðàçóåò ëþáàÿ òðîéêà íåêîì-
ïëàíàðíûõ âåêòîðîâ; ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 3.

Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn � ëþáûå n âåêòîðîâ x1,x2, . . . ,xn, äëÿ êîòîðûõ
ñîñòîÿùèé èç íèõ îïðåäåëèòåëü 6= 0; ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n.
Îòìåòèì, ÷òî â áàçèñå

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1) (1.8)

âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn) = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen èìååò êîìïîíåíòû,
ñîâïàäàþùèå ñ íàáîðîì ÷èñåë, îïðåäåëÿþùèõ n-êó.

Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n-îé áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî < 1, t, t2, . . . , tn >, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ðàâíà n + 1.

Ïðîñòðàíñòâà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ è ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[a, b], áåñêîíå÷íîìåðíû.

1.3. Áàçèñ
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Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ðàçìåðà m×n áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî

< A11, . . . ,A1n,A21, . . . ,A2n, . . . ,Am1, . . . ,Amn >;

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà mn.
Ðàññìîòðèì, êàêîé âèä â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì

< e1, . . . , en > ïðèíèìàþò ñâîéñòâà âåêòîðîâ, ïðåäñòàâëåííûõ ñâîèìè êîì-
ïîíåíòàìè.

Ïóñòü x = x1e1 + . . . + xnen = (x1, . . . , xn), y = y1e1 + . . . + ynen =
= (y1, . . . , yn).

1◦. ×òîáû ñëîæèòü (âû÷åñòü) äâà âåêòîðà, íóæíî ñëîæèòü (âû÷åñòü)
èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû:

x± y = (x1 ± y1, . . . , xn ± yn).

Äåéñòâèòåëüíî,

x± y = (x1e1 + . . . + xnen)± (y1e1 + . . . + ynen) =
= (x1 ± y1)e1 + . . . + (xn ± yn)en.

2◦. ×òîáû óìíîæèòü âåêòîð íà ÷èñëî, íóæíî íà ýòî ÷èñëî óìíîæèòü
âñå åãî êîìïîíåíòû:

λx = (λx1, . . . , λxn).

Â ñàìîì äåëå,

λx = λ(x1e1 + . . . + xnen) = (λx1)e1 + . . . + (λxn)en.

3◦. Âåêòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà èìååò íóëåâûå êîìïîíåíòû, êîãäà îí
íóëåâîé:

o = (0, . . . , 0).

Äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà o = x − x = (x1 − x1)e1 + . . . + (xn − xn)en =
= 0e1 + . . . + 0en.

Íàîáîðîò, åñëè z = 0e1 + . . . + 0en, òî

∀(y) z + y = (0 + y1)e1 + . . . + (0 + yn)en = y1e1 + . . . + ynen = y.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî z = o.
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4◦. Âåêòîðû ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êîìïîíåíòû:

x = y ⇐⇒ x1 = y1, . . . , xn = yn.

Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

x = y ⇐⇒ x− y = o ⇐⇒ (x1 − y1)e1 + . . . + (xn − yn)en = o.

Ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó x1 − y1 = 0,. . . , xn − yn = 0, èëè x1 = y1, . . . ,
xn = yn.

1.3. Áàçèñ



2 Ãåîìåòðèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

2.1 Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî

Â îáû÷íîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òî÷-
êè, à çàòåì íà îñíîâå ýòîãî ïîíÿòèÿ � ïîíÿòèå âåêòîðà êàê óïîðÿäî÷åííîé
ïàðû òî÷åê. Â òåîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòóïàþò íàîáîðîò: íà îñ-
íîâå óæå èìåþùåãîñÿ ïîíÿòèÿ âåêòîðà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå òî÷êè, à çàòåì äðóãèå, ñâÿçàííûå ñ íèì ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî ýëåìåíòû áûëè íà-
çâàíû âåêòîðàìè. Ìîæíî âñïîìíèòü, ÷òî â îáû÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ êàæäûé âåêòîð îïðåäåëÿëñÿ äâóìÿ òî÷êàìè: ñâîèì íà÷àëîì è
êîíöîì, à êàæäàÿ òî÷êà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé êîíåö ðàäèóñ-âåêòîðà. Îñíîâ-
íîå îòëè÷èå ðàäèóñ-âåêòîðîâ îò ïðî÷èõ âåêòîðîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå
ðàäèóñ-âåêòîðû âûõîäÿò èç îäíîé è òîé æå òî÷êè (íà÷àëà êîîðäèíàò). Íî,
âîîáùå ãîâîðÿ, â âåêòîðíîé àëãåáðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå âåêòîðû,
íå ïðèâÿçàííûå ê êàêîé-ëèáî êîíêðåòíîé òî÷êå. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî òî÷êå ñîïîñòàâëåí öåëûé êëàññ ðàâíûõ äðóã äðóãó âåêòîðîâ, èëè, ïî-
äðóãîìó, îäèí è òîò æå ñâîáîäíûé âåêòîð.

Ïîñòóïèì íàîáîðîò: âåêòîðó ñîïîñòàâèì òî÷êó. Èìåííî,òî÷êîé A ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçîâåì íåêîòîðûé âåêòîð xA. Òàêóþ òî÷êó íåëü-
çÿ ïîñòðîèòü äàæå â îáû÷íîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òàê êàê äëÿ
ïîñòðîåíèÿ íóæíà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Íî ñíà÷àëà óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî
ââåäåííîå ïîíÿòèå òî÷êè îïðàâäûâàåò íàøå èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î
òî÷êàõ è âåêòîðàõ, à çàòåì ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ïðåæäå âñåãî êàæäîé ïàðå òî÷åê A è B ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð
z = xA − xB . Òåì ñàìûì êàæäàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ðàçíûõ òî÷åê A è B
áóäåò îïðåäåëÿòü åäèíñòâåííûé âåêòîð z, ïðè÷åì, òî÷êà A áóäåò ñ÷èòàòüñÿ
íà÷àëîì âåêòîðà z, à òî÷êà B � åãî êîíöîì.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò äâà âàæíûõ óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ÷àñòî
ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå àêñèîì òî÷å÷íî-âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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1◦. Äëÿ ëþáîé òî÷êè A è ëþáîãî âåêòîðà x ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà B òàêàÿ, ÷òî AB = x (âåêòîð è åãî íà÷àëî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
êîíåö âåêòîðà).

Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå òî÷êè B äîñòàòî÷íî âçÿòü òî÷êó B =
= xA + x, ïîòîìó ÷òî òîãäà AB = (xA + x)− xA = x.

2 ◦. Äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê A, B è C âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AB +
+BC = AC (ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà).

Â ñàìîì äåëå, AB + BC = (xB − xA) + (xC − xB) = xC − xA = AC.
Ëèíåéíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, äîïîëíåííîå òî÷êàìè, êîòîðûå óäî-

âëåòâîðÿþò ýòèì óòâåðæäåíèÿì, íàçûâàåòñÿ àôôèííûì (èëè òî÷å÷íî-
âåêòîðíûì) n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ñëåäñòâèé.

3◦. Åñëè AB = AC = x, òî B = C.

Ýòî ñðàçó âûòåêàåò èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ.

4◦. Äëÿ ëþáîé òî÷êè A âåêòîð AA = o.

Äåéñòâèòåëüíî, èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî AA + AC = AC.
Íî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò òîëüêî íóëåâîé âåêòîð, ïîýòîìó AA = o.

5◦. Âåêòîðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó AB, ÿâëÿåòñÿ âåêòîð BA.

Ñíîâà èñïîëüçóÿ âòîðîå óòâåðæäåíèå, ïîëó÷àåì AB + BA = AA =
= xA − xA = o. Çíà÷èò, BA = −AB.

6◦. Äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ òî÷åê A, B, A′, B′ ðàâåíñòâî AB = A′B′ èìååò
ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AA′ = BB′ (äëÿ ëþáîãî âåêòîðà AB
èç ëþáîé òî÷êè A′ ìîæíî îòëîæèòü ðàâíûé åìó âåêòîð A′B′, ñì. ðèñ.
2.1).

Ýòî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà AB + BB′ = AB′ = AA′ + A′B′.
Òåïåðü ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò. Äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäè-

íàò â àôôèííîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷-
êè O (íà÷àëà êîîðäèíàò) è áàçèñà < e1, . . . , en >, êîòîðûé áóäåì íà-
çûâàòü äåêàðòîâûì áàçèñîì . Â äåêàðòîâîì áàçèñå êàæäîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà A ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð (ðàäèóñ-âåêòîð) OA =
= x1e1 + . . . + xnen, êîîðäèíàòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè
òî÷êè A, òàê ÷òî òî÷êó ìîæíî çàïèñûâàòü êàê A(x1, . . . , xn). Ïîñêîëüêó
âåêòîð OO = o = 0e1 + . . . + 0en, òî÷êà O èìååò íóëåâûå êîîðäèíàòû.

2.1. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
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A

A′ B′

B

Ðèñ. 2.1: Ê ñëåäñòâèþ 6

Åñëè A(x1, . . . , xn) è B(y1, . . . , yn) � äâå òî÷êè àôôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, òî â ñèëó ðàâåíñòâà OA + AB = OB èìååì AB = OB −
−OA = (x1 − y1)e1 + . . . + (xn − yn)en. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü
êîîðäèíàòû âåêòîðà, íóæíî èç êîîðäèíàò åãî êîíöà âû÷åñòü êîîðäèíàòû
åãî íà÷àëà.

Êàê èçâåñòíî, â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðÿìàÿ ñ íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì a = (a1, a2, a3) 6= o, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
M0(x0, y0, z0), çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

x− x0

a1
=

y − y0

a2
=

z − z0

a3
.

Ïî àíàëîãèè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì a = (a1, . . . , an) 6= o, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó M0(x0

1, . . . , x
0
n), íàçûâàþò ìíîæåñòâî òî÷åê

M(x1, . . . , xn), êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

x1 − x0
1

a1
= · · · = xn − x0

n

an
.

Åñëè ïðèðàâíÿòü âñå ýòè îòíîøåíèÿ îäíîìó è òîìó æå ïàðàìåòðó t, òî
ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

x1 − x0
1 = a1t, . . . , xn − x0

n = ant.

Åñëè òåïåðü ââåñòè ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê r = OM = (x1, . . . , xn), r0 =
OM0 = (x0

1, . . . , x
0
n), òî ñîâîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ìîæíî çàìå-

íèòü îäíèì âåêòîðíûì óðàâíåíèåì

r− r0 = at,

2.1. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
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êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé .
Ïëîñêîñòü â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè îïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ñâîèì

îáùèì óðàâíåíèåì Ax+By +Cz +D = 0. Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ïëîñ-
êîñòè ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî-
÷åê M(x1, . . . , xn), êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

A1x1 + · · ·+ Anxn + A = 0

ïðè óñëîâèè, ÷òî âåêòîð íîðìàëè n = (A1, · · · , An) 6= o.

2.2 Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Ââåäåííûå ïîíÿòèÿ åùå íå ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè
â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå èëè óãëû ìåæäó âåêòîðàìè è äðóãèìè ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè îáúåêòàìè â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíîì. ×òîáû ýòî ñòàëî âîçìîæ-
íûì, íóæíî ââåñòè åùå îäíó îïåðàöèþ � ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ.
Â äàííîì ï. áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå ëèíåéíûå ïðî-
ñòðàíñòâà. Îáîáùàÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ îáû÷íûõ âåêòîðîâ,
ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ x è y ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íà-
çûâàþò îïåðàöèþ, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå ýòèì âåêòîðàì äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî x · y, íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x è y, è
îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1◦. x · x ≥ 0, ïðè÷åì, åñëè x · x = 0, òî x = o.

2◦. x · y = y · x.

3◦. (x + y) · z = x · z + y · z.

4◦. (αx) · y = α(x · y).

Çäåñü x, y, z � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, α � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü x2 = x · x.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì èìååòñÿ îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî óìíî-
æåíèÿ âåêòîðîâ, íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Àôôèííîå n-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè â íåì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ, áóäåì íàçûâàòü åâêëèäîâûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì .

Äîêàæåì ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç ýòèõ àêñèîì.

1◦. x · (αy) = α(x · y).

Äåéñòâèòåëüíî, íà îñíîâàíèè âòîðîé è ÷åòâåðòîé àêñèîì x · (αy) =
= (αy) · x = α(y · x) = α(x · y).

2.2. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
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2◦. x · (y + z) = x · y + x · z.

Ñëåäóåò èç x · (y + z) = (y + z) · x = y · x + z · x = x · y + x · z.

3◦.

(
m∑

k=1

αkxk

)
· y =

m∑
k=1

αk(xk · y), x ·
(

m∑
k=1

αkyk

)
=

m∑
k=1

αk(x · yk).

4◦. x · o = 0.

Òàê êàê o = 0x, òî x · o = x · (0x) = 0(x · x) = 0.
Äëèíîé (ìîäóëåì) âåêòîðà x íàçûâàåòñÿ êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ñåáÿ. Îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà âåêòîðà åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà òàê æå, êàê è äëèíà îáû÷íîãî âåêòîðà: |x| =

√
x · x.

Èç ïåðâîé àêñèîìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñëåäñòâèÿ 4 âûòåêàåò, ÷òî
äëèíà âåêòîðà ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð íóëåâîé. Â
åâêëèäîâîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå äëèíà âåêòîðà AB îïðåäåëÿåò ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B.

Ñ äëèíîé âåêòîðà ñâÿçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1 (Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî).

|x · y| ≤ |x||y|. (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x è y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà, à α è β � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Òîãäà â ñèëó ïåðâîé àêñèîìû
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(αx + βy) · (αx + βy) = α2x2 + 2αβ(x · y) + β2y2 ≥ 0, (2.2)

ïðè÷åì, ðàâåíñòâî íóëþ èìååò ìåñòî òîëüêî, êîãäà αx + βy = o. Ïîëîæèâ
â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå α = y2, à β = −(x · y), ïîëó÷èì

x2(y2)2 − 2y2(x · y)2 + (x · y)2y2 = y2[x2y2 − 2(x · y)2 + (x · y)2] =

= y2[x2y2 − (x · y)2] ≥ 0,

îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî ïðè y 6= o. Ïðè y = o íåðà-
âåíñòâî (2.1) î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ðàâåíñòâî â ôîðìóëå (2.1) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x è y ëèíåéíî çàâèñèìû.

2.2. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x è y ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ïðè
α 6= 0 èëè β 6= 0 èìååì αx + βy 6= o è (2.2) ïðåâðàùàåòñÿ â ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî, à âìåñòå ñ íèì ñòàíîâèòñÿ ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì è (2.1).

Îáðàòíî. Ïóñòü x è y ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò èõ íåòðè-
âèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó: αx +
+βy = o. Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ïîî÷åðåäíî íà x è y, ïîëó÷èì ñèñòå-
ìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé{

αx2 + β(x · y) = 0,
α(y · x) + βy2 = 0.

Òàê êàê îíà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî α è β, òî åå îïðåäåëè-
òåëü ðàâåí íóëþ: x2y2 − (x · y)2 = 0.

Òåîðåìà 2.2 (Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî).

|x + y| ≤ |x|+ |y|. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x è y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.1) è èç òîãî, ÷òî x2 = x · x = |x|2,
èìååì

(x + y)2 = x2 + 2(x · y) + y2 ≤ x2 + 2|x||y|+ y2 =

= |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2,

îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 2.3.
|x| − |y| ≤ |x− y|. (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî

|x| ≤ |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y| ⇐⇒ |x| − |y| ≤ |x− y|.

Ñëåäñòâèå 2.2.
||x| − |y|| ≤ |x− y|. (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.4) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî |y| − |x| ≤ |x − y|, èëè
−|x − y| ≤ |x| − |y|. Âìåñòå ñ (2.4) ýòî äàåò −|x − y| ≤ |x| − |y| ≤ |x − y|,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Íåðàâåíñòâà (2.3) è (2.5) íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè òðåóãîëüíèêà: åñ-
ëè âåêòîðû x è y ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå ñòîðîíû â òðåóãîëüíèêå, òî
íåðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà íå áîëüøå ñóììû è íå
ìåíüøå ìîäóëÿ ðàçíîñòè äâóõ åãî äðóãèõ ñòîðîí.

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå óãëà ìåæ-
äó äâóìÿ âåêòîðàìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì óãëîì íàçûâàåòñÿ
÷èñëî ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

cos ϕ =
x · y
|x||y|

. (2.6)

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ãàðàíòèðóåò, ÷òî ââåäåííàÿ âåëè÷èíà ìî-
æåò äåéñòâèòåëüíî ñ÷èòàòüñÿ êîñèíóñîì íåêîòîðîãî óãëà, òî åñòü áóäåò âû-
ïîëíÿòüñÿ | cos ϕ| ≤ 1.

Âåêòîðû x è y íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûìè è ïèøóò x ⊥ y, åñëè
x · y = 0. Íóëåâîé âåêòîð ñ÷èòàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ëþáîìó âåêòîðó.

Òåîðåìà 2.4. Òîëüêî íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x · y = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y, òî, âçÿâ y = x, ïî-
ëó÷èì x ·x = 0, ÷òî ïî ïåðâîé àêñèîìå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âîçìîæíî
ëèøü äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà.

Áàçèñ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì , åñëè
âåêòîðû áàçèñà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.

Òåîðåìà 2.5. Ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå è íåíóëåâûå âåêòîðû ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ÷òî âåêòîðû x1, x2,...,xm ïî-
ïàðíî îðòîãîíàëüíû è íåíóëåâûå, íî ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà íàéäåòñÿ
èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó:

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λmxm = o,

ïðè÷åì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü λ1 6= 0. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà
íà x1:

λ1(x1 · x1) + λ2(x2 · x1) + . . . + λm(xm · x1) = 0.

Â ñèëó ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî óïðî-
ùàåòñÿ äî λ1(x1 · x1) = 0. Òàê êàê âåêòîð x1 íåíóëåâîé, òî λ1 = 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
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Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííûì , åñëè âåêòîðû áàçèñà èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó. Èç òîëü-
êî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîñòîèò
èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

Ïóñòü < e1, . . . , en > � áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è ïóñòü â ýòîì
áàçèñå x = x1e1 + · · ·+ xnen è y = y1e1 + · · ·+ ynen. Òîãäà

x · y = (x1e1 + · · ·xnen) · (y1e1 + · · · ynen) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyj(ei · ej). (2.7)

Åñëè áàçèñ < e1, . . . , en > îðòîíîðìèðîâàííûé, òî ei · ej = 0 (i 6= j), à
ei · ei = 1, è ïîýòîìó ôîðìóëà (2.7) ñòàíîâèòñÿ òàêîé:

x · y = x1y1 + · · ·+ xnyn. (2.8)

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ôîðìóëó (2.8) ìîæíî çàïèñàòü êàê x · y = [x]T [y].

Ïðèìåð 2.1. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn) ïðèíèìàþò âåëè÷èíó
x · y = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà âåëè÷èíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì àê-
ñèîìàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (1.8) îíà
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå, ñîâïàäàþùåé ñ ôîðìóëîé (2.8).

Ïðèìåð 2.2. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n-îé ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ x = Pn(t) = a0 + a1t + a2t

2 + . . .
+ antn è y = Qn(t) = b0 + b1t + b2t

2 + . . . + bntn ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

x · y = a0b0 + a1b1 + . . . + anbn. (2.9)

Ðåøåíèå. Âûïîëíåíèå àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òàê æå î÷åâèäíî,
êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå
< 1, t, t2, . . . , tn > âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôàêòè÷åñêè ïðî-
èçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (2.9).

Ïðèìåð 2.3. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ â êà÷åñòâå ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ x = Pn(t) = a0 + a1t + a2t

2 + . . . + antn è
y = Qm(t) = b0 + b1t + b2t

2 + . . . + bmtm ìîæíî ïðèíÿòü âåëè÷èíó

x · y = a0b0 + a1b1 + . . . + akbk,

ãäå k = min(n, m).
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Ïðèìåð 2.4. Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ðàçìåðà m×n ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ ìàòðèö x = {a}ij è y = {b}ij çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

x · y =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijbij . (2.10)

Ðåøåíèå. È â ýòîì ïðèìåðå î÷åâèäíî âûïîëíåíèå àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö (óìíîæàþòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèö) îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö. Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áà-
çèñå

< A11, . . . ,A1n,A21, . . . ,A2n, . . . ,Am1, . . . ,Amn >

ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (2.10).

Â åâêëèäîâîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ãîâîðèòü îá óãëàõ ìåæäó
ïðÿìûìè è ãèïåðïëîñêîñòÿìè, èõ ïàðàëëåëüíîñòè èëè ïåðïåíäèêóëÿðíî-
ñòè.

Âåêòîðû x è y ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò êîëëèíåàðíûìè è
ïèøóò x ‖ y, åñëè îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Î÷åâèäíî, íóëåâîé âåêòîð êîë-
ëèíåàðåí ëþáîìó âåêòîðó. Â ÷àñòíîñòè, åñëè x è y íåíóëåâûå, íàéäåòñÿ
÷èñëî λ 6= 0 òàêîå, ÷òî y = λx. Åñëè ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíî, òî êîìïîíåíòû
êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . . , xn) è y = (y1, y2, . . . , yn) ïðîïîðöè-
îíàëüíû:

x1

y1
=

x2

y2
= · · · = xn

yn
, (2.11)

ïðè÷åì, åñëè xi = yi = 0, òî i-å îòíîøåíèå îòáðàñûâàþò, à, åñëè xi 6= 0,
yi = 0, ñ÷èòàþò, ÷òî ïðîïîðöèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ (òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå
x 6‖ y).

Óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè

l1 :
x1 − x1

1

a0
= · · · = xn − x1

n

an
, (2.12)

l2 :
x1 − x2

1

b0
= · · · = xn − x2

n

bn

íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó èõ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè a = (a1, . . . , an)
è b = (b1, . . . , bn); ïàðàëëåëüíîñòü è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ òàêæå
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îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîíÿòèÿìè äëÿ èõ íîðìàëåé:

cos l̂1, l2 = cos â,b =
a · b
|a||b|

,

l1 ‖ l2 ⇐⇒ a ‖ b ⇐⇒ a1

b1
=

a2

b2
= · · · = an

bn
,

l1 ⊥ l2 ⇐⇒ a ⊥ b ⇐⇒ a1b1 + a2b2 + . . . + anbn = 0.

Òî÷íî òàê æå óãëîì ìåæäó ãèïåðïëîñêîñòÿìè

p1 : A1x1 + · · ·+ Anxn + A = 0 (2.13)

p2 : B1x1 + · · ·+ Bnxn + B = 0

íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó èõ íîðìàëÿìè n1 = (A1, . . . , An) è n2 =
= (B1, . . . , Bn); ãèïåðïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè
èõ íîðìàëè ñîîòâåòñòâåííî êîëëèíåàðíû èëè îðòîãîíàëüíû:

cos p̂1, p2 = cos n̂1,n2 =
n1 · n2

|n1||n2|
,

p1 ‖ p2 ⇐⇒ n1 ‖ n2 ⇐⇒
A1

B1
=

A2

B2
= · · · = An

Bn
,

p1 ⊥ p2 ⇐⇒ n1 ⊥ n2 ⇐⇒ A1B1 + A2B2 + . . . + AnBn = 0.

Óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè (2.13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, êîòîðûé íàçûâà-
åòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ãèïåðïëîñêîñòè :

n1 · x + A = 0,

ãäå x = (x1, . . . , xn).
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M0(x0

1, . . . , x
0
n) äî ãèïåðïëîñêîñòè (2.13) íàõîäèòñÿ

ïî ôîðìóëå

d =
|A1x

0
1 + · · ·+ Anx0

n + A|√
A2

1 + · · ·+ A2
n

. (2.14)

Óãëîì ìåæäó ïðÿìîé (2.12) è ãèïåðïëîñêîñòüþ (2.13) íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π/2, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

sinϕ =
|a · n1|
|a||n1|

.

Ïðèìåð 2.5. Áóäóò ëè îðòîãîíàëüíû âåêòîðû x = (1, 0, 3,−2, 1) è
y = (−3, 1, 2, 0,−4) â ïðîñòðàíñòâå R5?
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Ðåøåíèå. Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ïî ôîðìóëå (2.8):

x · y = 1 · (−3) + 0 · 1 + 3 · 2− 2 · 0 + 1 · (−4) = −1 6= 0.

Òàê êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ðàâíî íóëþ, òî âåêòîðû íå îðòîãîíàëü-
íû.

Ïðèìåð 2.6. Ïðîâåðèòü êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ x = 9t − 6t2 + 15t3 è
y = 6t−4t2+10t3 â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå òðåòüåé.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó (2.11):

0
0

=
9
6

=
−6
−4

=
15
10

.

Ïðîïîðöèÿ âûïîëíÿåòñÿ (âñå îòíîøåíèÿ, êðîìå ïåðâîãî, ðàâíû 1,5, à ïåð-
âîå ìîæíî îòáðîñèòü), çíà÷èò, âåêòîðû-ìíîãî÷ëåíû êîëëèíåàðíû.

Ïðèìåð 2.7. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

x =
(

1 −2
3 1

)
, y =

(
−1 4

2 5

)
â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïî ôîðìóëå (2.10):

x · y =
(

1 −2
3 1

)
·
(
−1 4

2 5

)
= 1 · (−1)− 2 · 4 + 3 · 2 + 1 · 5 =

= −1− 8 + 6 + 5 = 2.

Íàéäåì äëèíû âåêòîðîâ:

|x| =
√

x · x =

√(
1 −2
3 1

)
·
(

1 −2
3 1

)
=

=
√

1 · 1− 2 · (−2) + 3 · 3 + 1 · 1) =
√

15,

|y| = √
y · y =

√(
−1 4

2 5

)
·
(
−1 4

2 5

)
=

=
√
−1 · (−1) + 4 · 4 + 2 · 2 + 5 · 5 =

√
46.
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Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó (2.6):

cos ϕ =
2√

15
√

46
≈ 0, 076139;

ϕ ≈ 85◦38′.

Ïðèìåð 2.8. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M0(0;−1; 2; 3; 0;−3) äî ãèïåð-
ïëîñêîñòè 2x1 + 4x2 − x5 + 3x6 + 1 = 0.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.14):

d =
|2 · 0 + 4 · (−1) + 0 · 2 + 0 · 3 + (−1) · 0 + 3 · (−3) + 1|√

22 + 42 + 02 + 02 + (−1)2 + 32
=

=
12√
30

≈ 2,19.

2.2. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî



3 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

3.1 Ëèíåéíûé îïåðàòîð è åãî ìàòðèöà

Êàê â ìàòåìàòèêå, òàê è â òåõíè÷åñêèõ íàóêàõ ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ïðåîáðàçîâàòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî: ïîâåðíóòü, ñäâèíóòü, ñæàòü
è ò.ï. Ýòè äåéñòâèÿ âûïîëíÿþò ñïåöèàëüíûå îáúåêòû, äåéñòâóþùèå â ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåìûå îïåðàòîðàìè èëè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Îïåðàòîðîì (ïðåîáðàçîâàíèåì) A, äåéñòâóþùèì â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå L, íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîìó âåêòîðó x ∈ L
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííûé âåêòîð y ∈ L. Âåêòîð y íàçûâàåòñÿ
îáðàçîì âåêòîðà x, à âåêòîð x � ïðîîáðàçîì âåêòîðà y äëÿ îïåðàòîðà
L. Ñâÿçü ìåæäó îáðàçîì è ïðîîáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå: y = Ax.

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì , åñëè îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì

A(αx + βy) = αAx + βAy

(ëèíåéíûé îïåðàòîð îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ðàâåí ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè èõ îáðàçîâ), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè .
Èç ýòîãî ñâîéñòâà ïðè α = 1, β = 1 ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð îò
ñóììû âåêòîðîâ ðàâåí ñóììå èõ îáðàçîâ, à ïðè β = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñòî-
ÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê îïåðàòîðà. Äàëåå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå îïåðàòîðû.

Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì è îáîçíà÷àåòñÿ E , åñëè îí íå
èçìåíÿåò âåêòîð: Ex = x.

Íóëåâûì íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð O, êîòîðûé ëþáîé âåêòîð ïðåîáðàçóåò
â íóëåâîé: Ox = o.

Ïóñòü â n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì < e1, . . . , en > äåé-
ñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð A. Îáîçíà÷èì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ äëÿ
îïåðàòîðà A âîëíîé: ẽ1 = Ae1,...,ẽn = Aen, à èõ ðàçëîæåíèÿ ïî âåêòîðàì

31
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áàçèñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẽj =
n∑

i=1

aijei, j = 1, n. (3.1)

Ïóñòü y = Ax, ïðè÷åì,

x =
n∑

j=1

xjej , (3.2)

y =
n∑

i=1

yiei. (3.3)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A è ðàçëîæåíèÿ (3.1) è (3.2),
ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäíî ðàçëîæåíèå âåêòîðà y ïî áàçèñó:

y = Ax = A
n∑

j=1

xjej =
n∑

j=1

xjAej =
n∑

j=1

xj ẽj = (3.4)

=
n∑

j=1

xj

n∑
i=1

aijei =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxj︸ ︷︷ ︸ ei.

Ôèãóðíîé ñêîáêîé îáâåäåí êîýôôèöèåíò ýòîãî ðàçëîæåíèÿ. Îäíàêî ðàçëî-
æåíèå ëþáîãî âåêòîðà ïî áàçèñó åäèíñòâåííî è ïîýòîìó, ñðàâíèâàÿ ôîð-
ìóëû (3.3) è (3.4), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

yi =
n∑

j=1

aijxj .

Ââåäåì ìàòðèöó A = {aij} è ñ ïîìîùüþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö çàïèøåì
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

[y] = A[x]. (3.5)

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì áàçèñå ìàòðèöà A âûïîëíÿåò íàä âåêòîðîì x òà-
êîå æå äåéñòâèå, ÷òî è îïåðàòîð A, òàê êàê èõ ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð
y. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (â áàçèñå
< e1, . . . , en >). Åå ñòîëáöàìè, êàê ýòî âèäíî èç ôîðìóëû (3.1), ÿâëÿþòñÿ
îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êîîðäèíàòíîé ôîðìå. Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå

3.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð è åãî ìàòðèöà
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îïåðàòîðà íà âåêòîð íèêàê íå ñâÿçàíî ñ áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà,
íàïðèìåð, ýòî äåéñòâèå ìîæíî îïèñàòü ñëîâàìè: <çàìåíèòü âåêòîð x ïðî-
òèâîïîëîæíûì åìó âåêòîðîì>. Â òî æå âðåìÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà òåñíî ñâÿçàíà ñ áàçèñîì: â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ îäèí è òîò æå ëèíåéíûé
îïåðàòîð ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñâîèìè ìàòðèöàìè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷-
íàÿ ìàòðèöà, à íóëåâîìó � íóëåâàÿ.

Ôîðìóëó (3.1) ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

[ẽ] = AT [e]. (3.6)

Òåîðåìà 3.1. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â äàííîì áàçèñå îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â äàííîì áàçèñå n-ãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð A èìååò äâå ìàòðèöû: A è Ã. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x âûïîëíÿ-
åòñÿ A[x] = Ã[x], èëè (A− Ã)[x] = [o]. Áóäåì ïîäñòàâëÿòü â ýòî ðàâåíñòâî
âåêòîðû (1.8). Ýòè ïîäñòàíîâêè ïîî÷åðåäíî ïîêàæóò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû
A− Ã ñîñòîÿò èç íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, A− Ã = O è, çíà÷èò, A = Ã.

Òåîðåìà 3.2. Êàæäàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ìàòðèöà íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà
n. Âûáåðåì íåêîòîðîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì
e = < e1, . . . , en >. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ëèíåéíûé îïåðàòîð ñî ñëåäóþ-
ùèì äåéñòâèåì: Ax = A[x]e. Î÷åâèäíî, òàêîé îïåðàòîð áóäåò ëèíåéíûì,
òàê êàê

A(αx + βz) = A(α[x]e + β[z]e) = αA[x]e + βA[z]e = αAx + βAz

äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ x è z.

Ïðèìåð 3.1. Â ïðîñòðàíñòâå R2 ëèíåéíûé îïåðàòîð A êàæäûé âåêòîð
x = (x1, x2) ïðåîáðàçóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ax = A(x1, x2) = (x1 − x2, x2).

Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñàõ

e =< e1, e2 >, e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) (3.7)

è
ẽ =< ẽ1, ẽ2 >, ẽ1 = (0, 1), ẽ2 = (1, 0). (3.8)

3.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð è åãî ìàòðèöà
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Ðåøåíèå. Íàéäåì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ïåðâîì áàçèñå:

Ae1 = A(1, 0) = (1− 0, 0) = (1, 0) = e1,

Ae2 = A(0, 1) = (0− 1, 1) = (−1, 1) = −e1 + e2.

Çíà÷èò, ìàòðèöà îïåðàòîðà â ïåðâîì áàçèñå èìååò âèä

A = (Ae1 Ae2) =
(

1 −1
0 1

)
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì ìàòðèöó îïåðàòîðà âî âòîðîì áàçèñå:

Aẽ1 = A(0, 1) = (−1, 1) = ẽ1 − ẽ2, Aẽ2 = A(1, 0) = (1, 0) = ẽ2,

Ã = (Aẽ1 Aẽ2) =
(

1 0
−1 1

)
.

Âèäíî, ÷òî â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ðàçëè÷íû.
Â ïåðâîì áàçèñå âåêòîð x èìååò ðàçëîæåíèå x = x1e1 + x2e2. Òîãäà

A[x]e =
(

1 −1
0 1

)(
x1

x2

)
=
(

x1 − x2

x2

)
= (x1 − x2, x2),

òî åñòü óìíîæåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà âåêòîð ïðîèçâîäèò ñ
íèì òî æå äåéñòâèå, ÷òî è ñàì îïåðàòîð. Óáåäèòåñü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî
âî âòîðîì áàçèñå óìíîæåíèå Ã[x]

ee âûïîëíÿåò òî æå äåéñòâèå.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü îïåðàòîð A âûïîëíÿåò ïîâîðîò îáû÷íîé ïëîñêîñòè
xOy, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ïðîñòðàíñòâî R2, íà óãîë ϕ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò ïî-
âåðíóò íà óãîë ϕ. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå e1 = (1; 0), e2 = (0; 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûé îïåðàòîð ëèíååí, òàê êàê âñå ðàâíî: ïîâåðíóòü
ëè ñíà÷àëà âåêòîðû x è y, à çàòåì ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïîâåð-
íóòûõ âåêòîðîâ, èëè ñíà÷àëà ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ x
è y, à çàòåì ïîâåðíóòü åå íà óãîë ϕ (ñì ðèñ. 3.1). Íàéäåì îáðàçû âåêòîðîâ
áàçèñà. Ýòè îáðàçû ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè ẽ1, ẽ2, ïîëó÷åííûìè
ïîâîðîòîì íà óãîë ϕ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âåêòîðîâ e1 è e2 (ñì. ðèñ.
3.2). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ẽ1, ẽ2 èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû â çàäàí-
íîì áàçèñå:

ẽ1 = Ae1 = (cos ϕ, sinϕ), ẽ2 = Ae2 = (− sinϕ, cos ϕ), (3.9)

3.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð è åãî ìàòðèöà
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O

b
βb

αa

a
αa + βb

A(αa + βb) = αAa + βAb

A(βb)

Ab

Aa

A(αa)
ϕ

x

y

Ðèñ. 3.1: Ïîâîðîò íà óãîë ϕ

ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò âèä

A =
(

cos ϕ − sinϕ
sinϕ cos ϕ

)
.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ìàòðèöû ïîâîðîò ëþáîãî âåêòîðà x = (x, y) (à, çíà÷èò, è
ðàäèóñ-âåêòîðà, à, çíà÷èò, è ëþáîé òî÷êè) íà óãîë ϕ ìîæíî âûïîëíèòü ïî
ôîðìóëå (3.5):

[y] =
(

x̃
ỹ

)
= AT [x] =

(
cos ϕ sinϕ

− sinϕ cos ϕ

)(
x
y

)
=

=
(

x cos ϕ + y sinϕ
−x sinϕ + y cos ϕ

)
,

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

x̃ = x cos ϕ + y sinϕ,

ỹ = −x sinϕ + y cos ϕ.

3.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð è åãî ìàòðèöà
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O

cos ϕ

cos ϕ

sinϕ

− sinϕ

ϕ

1

1

e1

e2

ẽ1

ẽ2

x

y

Ðèñ. 3.2: Ïîâîðîò áàçèñà

Ïðèìåð 3.3. Îïåðàòîð A, äåéñòâóÿ íà âåêòîð x îáû÷íîé äåêàðòîâîé
ïëîñêîñòè, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ïðîñòðàíñòâî R2, çåðêàëüíî îòðàæàåò
åãî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì s = (s1, s2), |s| = 1.
Ïðîâåðèòü ëèíåéíîñòü ýòîãî îïåðàòîðà è íàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå
e1 = (1; 0), e2 = (0; 1).

Ðåøåíèå. Íà ðèñ. 3.3 âèäíî, ÷òî ñóììà âåêòîðà x è åãî îáðàçà y ïðè òàêîì
äåéñòâèè îïåðàòîðà ëåæèò íà ïðÿìîé l, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîèñõîäèò
çåðêàëüíîå îòðàæåíèå, è äëèíà ñóììû â äâà ðàçà áîëüøå ïðîåêöèè âåêòîðà
x íà ýòó ïðÿìóþ. Àëãåáðàè÷åñêè ýòîò ôàêò ìîæíî çàïèñàòü òàê: x + y =
= 2(x · s)s. Îòñþäà ìîæíî íàéòè îáðàç y = Ax = 2(x · s)s− x. Îïåðàòîð A
ëèíååí, òàê êàê

A(αx + βz) = 2[(αx + βz) · s]s− αx− βz =
= 2(αx · s + βz · s)s− αx− βz =
= α[2(x · s)s− x] + β[2(z · s)s− z] = αAx + βAz.

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå äåéñòâèå îïåðàòîðà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

3.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð è åãî ìàòðèöà
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O

y

l

x + y

s

x
x

y

x

y

Ðèñ. 3.3: Çåðêàëüíîå îòðàæåíèå

îáðàçîì (x = (x, y),y = (x̃, ỹ)):

y = (x̃, ỹ) = Ax = A(x, y) =
= 2[(x, y) · (s1, s2)](s1, s2)− (x, y) = (2xs1 + 2ys2)(s1, s2)− (x, y) =

= (2xs2
1 + 2ys1s2 − x, 2xs1s2 + 2ys2

2 − y).
(3.10)

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ê âåêòîðàì e1 è e2, ïîëó÷àåì

Ae1 = A(1, 0) = (2s2
1 − 1, 2s1s2), Ae2 = A(0, 1) = (2s1s2, 2s2

2 − 1). (3.11)

Çíà÷èò, ìàòðèöà äàííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èìååò âèä

A =
(

2s2
1 − 1 2s1s2

2s1s2 2s2
2 − 1

)
.

Ïðèìåð 3.4. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ãîìîòåòèåé ñ êîýôôèöèåíòîì
λ, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Ax = λx, (λ 6=
0). Ãîìîòåòèÿ íàçûâàåòñÿ òàêæå ðàñòÿæåíèåì (λ > 1) èëè ñæàòèåì
(0 < λ < 1). Ïðîâåðèòü ëèíåéíîñòü ýòîãî îïåðàòîðà â n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå è íàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå (1.8).

3.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð è åãî ìàòðèöà
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Ðåøåíèå. Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà ãîìîòåòèè ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ ñâîé-
ñòâà

A(αx + βy) = λ(αx + βy) = α(λx) + β(λy) = αAx + βAy.

Îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìåþò âèä

Ae1 = λe1 = (λ, 0, . . . , 0), Ae2 = λe2 = (0, λ, . . . , 0), . . . ,

Aen = λen = (0, 0, . . . , λ),

ïîýòîìó ìàòðèöà òàêîãî îïåðàòîðà â òðåáóåìîì áàçèñå ïîëó÷àåòñÿ äèàãî-
íàëüíîé:

A =


λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ

 .

3.2 Äåéñòâèÿ ñ îïåðàòîðàìè

Îêàçûâàåòñÿ, íå òîëüêî ëèíåéíûå îïåðàòîðû âûïîëíÿþò äåéñòâèÿ, íî è
íàä íèìè òîæå ìîæíî âûïîëíÿòü äåéñòâèÿ.

Ïóñòü îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L. Òîãäà
èõ ñóììîé íàçûâàþò îïåðàòîð, îáîçíà÷àåìûé A+B è ðàâíûé ñóììå äåé-
ñòâèé îïåðàòîðîâ A è B:

(A+ B)x = Ax + Bx.

Ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðà A íà ÷èñëî λ, íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð λA,
óìíîæàþùèé îáðàç âåêòîðà x íà ÷èñëî λ:

(λA)x = λ(Ax).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ëèíåéíîñòè îáîèõ îïåðàòîðîâ. Ìíîæåñòâî ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ è óìíî-
æåíèÿ îïåðàòîðà íà ÷èñëî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íóëåâîé îïåðàòîð O, êîòîðûé ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ íóëåâûì âåêòî-
ðîì â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, óæå áûë ââåäåí â ïðåäûäóùåì
ï. Îïåðàòîðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì îïåðàòîðó A, áóäåì ñ÷èòàòü îïåðàòîð
−A = (−1)A. Òîãäà àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ââåäåííûå â ðàçäå-
ëå 1.1, áóäóò â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ âûãëÿäåòü òàê:
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1. A+ B = B +A.

2. (A+ B) + C = A+ (B + C).

3. ∃(O)∀(A) A+O = A.

4. ∀(A)∃(−A) A+ (−A) = O.

5. 1 · A = A.

6. λ(µA) = (λµ)A.

7. λ(A+ B) = λA+ λB.

8. (λ + µ)A = λA+ µA.

Ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðüòå, ÷òî âñå îíè âûïîëíÿþòñÿ. Åñëè ïðîñòðàí-
ñòâî L n-ìåðíî, òî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èìååò ðàçìåðíîñòü
n2.

Åñëè Ax = o òîëüêî äëÿ âåêòîðà x = o, òî îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííûì ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì .
Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A íåâûðîæäåííîãî îïåðàòîðà îòëè÷åí îò íóëÿ,
èíà÷å ñèñòåìà óðàâíåíèé A[x] = o áóäåò èìåòü è íåíóëåâûå ðåøåíèÿ.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå, êðîìå ðàññìîòðåííûõ, ïîêàçàíû è äðóãèå ÷àñòî
èñïîëüçóåìûå îïåðàòîðû è äåéñòâèÿ íàä íèìè. Äëÿ n-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïðèâåäåíû è ìàòðèöû îïåðàòîðîâ, ïðè÷åì, îïåðàòîðû A è B èìåþò,
ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöû A è B. Ïîñëåäíèå òðè îïåðàòîðà äåéñòâóþò â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, à ñâåäåíèÿ îá èõ ìàòðèöàõ ñïðàâåäëèâû òîëüêî
äëÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñîïðÿ-
æåííûé åìó îïåðàòîð, à äëÿ êàæäîãî íåâûðîæäåííîãî îïåðàòîðà ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíûé åìó îïåðàòîð. Íàïðèìåð, îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ÿâëÿ-
åòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Ïðèìåð 3.5. Ïóñòü ïëîñêîñòü xOy ñíà÷àëà ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë ϕ
(îïåðàòîð A), à çàòåì íàä íåé ïðîèçâîäèòñÿ ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåí-
òîì λ (îïåðàòîð B). Íàéòè ëèíåéíûé îïåðàòîð, âûïîëíÿþùèé ïåðå÷èñ-
ëåííûå äåéñòâèÿ â óêàçàííîì ïîðÿäêå.

Ðåøåíèå. Îïåðàòîð, ðåàëèçóþùèé çàäàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé,
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ A è B: (B ◦ A)x = B(Ax) (ñì. òàáë.).
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Íàçâàíèå Îáîçíà- Îïðåäåëÿþùåå Ìàòðèöà

îïåðàòîðà ÷åíèå ñâîéñòâî

Òîæäåñòâåííûé E Ex = x E
îïåðàòîð

Íóëåâîé îïåðàòîð O Ox = o O

Ñóììà îïåðàòîðîâ A+ B (A+ B)x = Ax + Bx A + B

Ïðîèçâåäåíèå λA (λA)x = λ(Ax) λA
îïåðàòîðà íà ÷èñëî

Ïðîèçâåäåíèå B ◦ A (B ◦ A)x = B(Ax) BA
îïåðàòîðîâ

Îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 A−1◦A = A ◦ A−1 = E A−1

Îïåðàòîð,

ñîïðÿæåííûé A∗ Ax · y = x · A∗y AT

îïåðàòîðó A

Ñàìîñîïðÿæåííûé A A = A∗ A = AT

îïåðàòîð

Îðòîãîíàëüíûé A A−1 = A∗ A−1 = AT

îïåðàòîð

Âàæíî òî, ÷òî ïîëó÷åííûå â ïðèìåðàõ 3.2 è 3.4 ìàòðèöû îïåðàòîðîâ ïîç-
âîëÿþò íàéòè è ìàòðèöó C èñêîìîãî îïåðàòîðà:

C = BA =
(

λ 0
0 λ

)
·
(

cos ϕ − sinϕ
sinϕ cos ϕ

)
=
(

λ cos ϕ −λ sinϕ
λ sinϕ λ cos ϕ

)
=

= λA.

Èñïîëüçóÿ ýòó ìàòðèöó, ìîæíî íàõîäèòü ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñðàçó,
à íå ïîî÷åðåäíî ïðèìåíÿÿ ïîâîðîò è ãîìîòåòèþ.

Ïîñêîëüêó îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ðàññìîòðèì íåêîòî-
ðûå åãî ñâîéñòâà.

Ëåììà 3.1. Åñëè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x âûïîë-
íÿåòñÿ x · y = x · z, òî y = z.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x · y = x · z, òî x · (y − z) = 0. Âîçüìåì x = y − z,
òîãäà (y − z)·(y − z) = 0. Ïî ïåðâîé àêñèîìå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ýòî
âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè y − z = o, òî åñòü, êîãäà y = z.

Òåîðåìà 3.3. Îïåðàòîð A ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:
Ax · Ay = x · y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îðòîãîíàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîðA ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ. Òîãäà

x · y = Ax · Ay = x · (A∗ ◦ A)y.

Èç ëåììû ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî A∗ ◦ A = E . Çíà÷èò, A∗ = A−1 è ïîýòîìó
îïåðàòîð A îðòîãîíàëåí.

Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð A îðòîãîíàëåí. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿ-
æåííîãî è îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðîâ, ïîëó÷àåì

Ax · Ay = x · (A∗ ◦ A)y = x · (A−1 ◦ A)y = x · Ey = x · y.

Ñëåäñòâèå 3.1. Îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ, à
â åâêëèäîâîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè.

Ñëåäñòâèå 3.2. Â åâêëèäîâîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå îðòîãîíàëüíûé
îïåðàòîð ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó ïðÿìûìè è ãèïåðïëîñêîñòÿìè, à, çíà-
÷èò, èõ ïàðàëëåëüíîñòü è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü.

Ñëåäñòâèå 3.3. Îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ â îðòîíîðìèðîâàííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü < e1, . . . , en > � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, à
< ẽ1, . . . , ẽn > � íàáîð âåêòîðîâ, â êîòîðûé ýòîò áàçèñ ïåðåâîäèòñÿ îðòî-
ãîíàëüíûì îïåðàòîðîì. Èç ïðåäûäóùèõ ñëåäñòâèé ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîðû
ẽ1, . . . , ẽn îðòîãîíàëüíû è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó, à òîãäà èç òåîðåì 2.5
è 1.8 âûòåêàåò, ÷òî < ẽ1, . . . , ẽn > � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, êàê ýòî óêàçàíî â òàáëèöå îïåðà-
òîðîâ, îáëàäàåò ñâîéñòâîì A−1 = AT . Òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îðòî-
ãîíàëüíîé .

Òåîðåìà 3.4. Åñëè îïåðàòîð A ïåðåâîäèò õîòü îäèí îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ < e1, . . . , en > â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ < ẽ1, . . . , ẽn >, òî òàêîé
îïåðàòîð îðòîãîíàëåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

δij =
{

1, i = j;
0, i 6= j.

Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñîâ ei · ej = δij , ẽi · ẽj = δij . Ïîýòîìó

ẽi · ẽj = Aei · Aej = ei · (A∗ ◦ A)ej = δij .

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âû÷òåì ðàâåíñòâî ei · ej = δij è ïîëó÷èì

ei · (A∗ ◦ A)ej − ei · ej = 0; i = 1, n;

ei · ((A∗ ◦ A)ej − ej) = 0; i = 1, n;

ei · (A∗ ◦ A − E)ej = 0; i = 1, n. (3.12)

Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j âûïîëíÿåòñÿ (A∗ ◦ A − E)ej 6= o, òî èç (3.12)
ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð (A∗ ◦A−E)ej îðòîãîíàëåí n âåêòîðàì e1,...,en. Òîãäà â
ñèëó òåîðåìû 2.5 ïîëó÷àåì, ÷òî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ
èç (n+1)-ãî âåêòîðà: e1,...,en, (A∗ ◦A−E)ej . Ïîñêîëüêó òàêîå íåâîçìîæíî,
òî âñå âåêòîðû (A∗ ◦ A − E)ej , j = 1, n, íóëåâûå. Íî òîãäà è îïåðàòîð
A∗ ◦ A − E òîæå íóëåâîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = x1e1 +
+ . . . + xnen áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

(A∗ ◦ A − E)x = (A∗ ◦ A − E)(x1e1 + . . . + xnen) =
= x1(A∗ ◦ A − E)e1 + . . . + xn(A∗ ◦ A − E)en = o.

Íî, åñëè A∗ ◦ A − E = O, òî A∗ ◦ A = E è A−1 = A∗, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Òåîðåìà 3.5. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ðàâåí
±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà. Òîãäà,
êàê óêàçàíî â òàáëèöå îïåðàòîðîâ, A−1 = AT . Åñëè óìíîæèòü îáå ÷àñòè
ýòîãî ðàâåíñòâà íà A ñëåâà, ïîëó÷èì AAT = E. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |A| = |AT |,
|E| = 1, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ |A|2 = 1. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî |A| = ±1.

Ïðèìåð 3.6. Â ïðèìåðå 3.2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà
óãîë ϕ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì è ïðåîáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ e1 = (1; 0), e2 = (0; 1) â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (3.9). Ïîýòî-
ìó ïîâîðîò ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì îïåðàòîðîì.
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Ïðèìåð 3.7. Â ïðèìåðå 3.3 ëèíåéíûé îïåðàòîð îñåâîé ñèììåòðèè íà
ïëîñêîñòè ïåðåâîäèë îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1 = (1; 0), e2 = (0; 1) â
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (3.11). Îðòîíîðìèðîâàííîñòü ïîñëåäíåãî ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî

Ae1 · Ae2 = (2s2
1 − 1, 2s1s2) · (2s1s2, 2s2

2 − 1) =

= 4s3
1s2 − 2s1s2 + 4s1s

3
2 − 2s1s2 = 4s1s2(s2

1 + s2
2 − 1) = 0,

|Ae1| = (2s2
1 − 1)2 + (2s1s2)2 = 4s4

1 − 4s2
1 + 1 + 4s2

1s
2
2 =

= 4s2
1(s

2
1 + s2

2 − 1) + 1 = 1,

|Ae2| = (2s1s2)2 + (2s2
2 − 1)2 = 4s2

1s
2
2 + 4s4

2 − 4s2
2 + 1 =

= 4s2
2(s

2
1 + s2

2 − 1) + 1 = 1,

ïîòîìó ÷òî äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà (s1, s2) âûïîëíÿåòñÿ s2
1 + s2

2 =
= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð ñèììåòðèè òîæå îðòîãîíàëåí.

Ïðèìåð 3.8. Â ïðèìåðå 3.4 îïåðàòîð A íå îðòîãîíàëåí, ïîòîìó ÷òî îí
ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (1.8) òîëüêî â îðòîãîíàëüíûé áàçèñ,
íî íå â îðòîíîðìèðîâàííûé (äëèíû íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â îáùåì
ñëó÷àå ðàâíû |λ|, à íå 1).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð íà
ïëîñêîñòè ñâîäèòñÿ ê óæå ðàññìîòðåííûì îïåðàòîðàì ïîâîðîòà è îñåâîé
ñèììåòðèè.

Òåîðåìà 3.6. Îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð íà ïëîñêîñòè � ýòî ëèáî ïîâî-
ðîò âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé óãîë, ëèáî çåðêàëüíîå îòðà-
æåíèå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé.

3.3 Ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó

Ïóñòü â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåâûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð S ïå-
ðåâîäèò áàçèñ e =< e1, . . . , en > â áàçèñ ẽ =< ẽ1, . . . , ẽn >. Ïåðâûé áàçèñ
óñëîâíî áóäåì íàçûâàòü ñòàðûì, à âòîðîé � íîâûì. Ïóñòü âåêòîð x â ñòà-
ðîì áàçèñå èìååò ïðåäñòàâëåíèå x = x1e1 + . . . + xnen = [x]Te [e]. Êàêèå
êîìïîíåíòû x̃1, . . . , x̃n ýòîò âåêòîð áóäåò èìåòü â íîâîì áàçèñå? Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç S, |S| 6= 0, ìàòðèöó îïåðàòîðà S â ñòàðîì áàçèñå è ïðèìåíèì
ôîðìóëó (3.6): [ẽ] = ST [e]. Ïîëó÷èì

x = [x]T
ee [ẽ] = [x]T

ee ST [e] = (S[x]
ee)T e, (3.13)
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ãäå [x]T
ee = (x̃1, . . . , x̃n) � ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà x â íîâîì áàçèñå. Ñðàâíè-

âàÿ ôîðìóëó (3.13) ñ ðàçëîæåíèåì x = [x]Te [e] è, ó÷èòûâàÿ îäíîçíà÷íîñòü
ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

[x]e = S[x]
ee. (3.14)

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì îò íîâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ê
ñòàðûì . Îáðàòíûé ïåðåõîä ïîëó÷èì, åñëè óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà íà ìàòðèöó S−1, îáðàòíóþ ìàòðèöå S:

[x]
ee = S−1[x]e. (3.15)

Ïðèìåð 3.9. Äëÿ ïðèìåðà 3.1, íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðà x â áàçèñå
(3.8), åñëè â áàçèñå (3.7) îí èìååò ïðåäñòàâëåíèå x = (x1, x2).

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì ìàòðèöó îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî áàçèñ (3.7) â
áàçèñ (3.8). Î÷åâèäíî, ñòîëáöàìè òàêîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû áàçèñà
(3.8):

S =
(

0 1
1 0

)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöåé, îáðàòíîé ê ìàòðèöå S, áóäåò îíà ñàìà è
ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (3.15), íàõîäèì êîîðäèíàòû âåêòîðà x â íîâîì áàçèñå:

[x]
ee =

(
x̃1

x̃2

)
=
(

0 1
1 0

)(
x1

x2

)
=
(

x2

x1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó îçíà÷àåò ïðîñòî ïåðåñòàíîâêó
êîìïîíåíò âåêòîðà.

Òåïåðü äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êðî-
ìå îïåðàòîðà S, äåéñòâóåò îïåðàòîð A, èìåþùèé ìàòðèöó A â áàçèñå
e. Èçó÷èì, êàê èçìåíèòñÿ ýòà ìàòðèöà ïðè ïåðåõîäå ê áàçèñó ẽ. Ïóñòü
y � îáðàç âåêòîðà x äëÿ îïåðàòîðà A: y = Ax. Â ñèëó ôîðìóëû (3.14)
[x]e = S[x]

ee, [y]e = S[y]
ee è ïîýòîìó

S[y]
ee = [y]e = A[x]e = AS[x]

ee.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íà S−1, íàõîäèì, ÷òî [y]
ee =

= S−1AS[x]
ee. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ã = S−1AS (3.16)

åñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íîâîì áàçèñå (ñì. òåîðåìó 3.1).
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Ïðèìåð 3.10. Äëÿ ïðèìåðà 3.1 íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå
(3.8).

Ðåøåíèå. Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìàòðèöà S ïåðåõîäà îò ñòàðîãî ê íîâîìó
áàçèñó áûëà íàéäåíà è îêàçàëîñü ðàâíîé ñâîåé îáðàòíîé ìàòðèöå. Ïîýòîìó

Ã = S−1AS =
(

0 1
1 0

)(
1 −1
0 1

)(
0 1
1 0

)
=

=
(

0 1
1 −1

)(
0 1
1 0

)
=
(

1 0
−1 1

)
.

Óìíîæèì ýòó ìàòðèöó íà âåêòîð x = (x1, x2) = [x]T
ee = (x2, x1)T :

Ã[x]
ee =

(
1 0

−1 1

)(
x2

x1

)
=
(

x2

x1 − x2

)
=

= x2ẽ1 + (x1 − x2)ẽ2 = (x1 − x2, x2).

3.4 Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà è ÑËÀÓ

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî L′ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì , åñëè ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåê-
òîðîâ èç L′ ïðèíàäëåæèò L′. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî íóëåâîé âåêòîð êàê
ïðîèçâåäåíèå 0x ïðèíàäëåæèò L′, è âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîðó x,
êàê ïðîèçâåäåíèå (−1)x òîæå ïðèíàäëåæèò L′. Ïîýòîìó âñå àêñèîìû ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ L′ âûïîëíÿþòñÿ è, çíà÷èò, ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

ßñíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè
ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà, òàê êàê âåêòîðû, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå â ïîäïðî-
ñòðàíñòâå, îñòàíóòñÿ òàêîâûìè è âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð 3.11. Â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå âñå ïðÿìûå è ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâà-
ìè. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n ëèíåéíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà îáðàçóþò ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå k (k < n).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (ÑËÀÓ) ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü èìååòñÿ
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îäíîðîäíàÿ ÑËÀÓ âèäà a11x1 + . . . + a1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + . . . + amnxn = 0,

(3.17)

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü êðàòêî â ìàòðè÷íîé ôîðìå êàê

Ax = o, (3.18)

ãäå

A =

 a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn

 , x =

 x1

. . .
xn

 , o =

 0
. . .
0

 .

Òåîðåìà 3.7. Åñëè x1 è x2 � ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ÑËÀÓ (3.17), òî èõ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ αx1 + βx2 òîæå áóäåò ðåøåíèåì ýòîé ÑËÀÓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü óêàçàííóþ
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.18):

A(αx1 + βx2) = αAx1 + βAx2 = αo + βo = o.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ÑËÀÓ îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (âûïîëíåíèå àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò èç èõ âû-
ïîëíåíèÿ äëÿ n-îê ÷èñåë è òîãî, ÷òî o è −x ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîä-
íîé ÑËÀÓ, åñëè x ÿâëÿåòñÿ òàêèì ðåøåíèåì).

Îïðåäåëèì ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 3.8. Åñëè ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí r, òî ñèñòåìà èìååò
n− r ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî, ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ìàòðèöó ñèñòåìû (3.17) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (c11 6=
6= 0,...,crr 6= 0): 

c11 c12 . . . c1r c1r+1 . . . c1n

0 c22 . . . c2r c2r+1 . . . c2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 crr crr+1 . . . crn

 ,
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êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ÑËÀÓ, ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìå (3.17):
c11x

′
1 + c12x

′
2 + . . . + c1rx

′
r + c1r+1x

′
r+1 + . . . + c1nx′n = 0,

c22x
′
2 + . . . + c2rx

′
r + c2r+1x

′
r+1 + . . . + c2nx′n = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
crrx

′
r + crr+1x

′
r+1 + . . . + crnx′n = 0.

(3.19)

Íåèçâåñòíûå x′r+1, ... , x
′
n íàçûâàþò ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûìè , à íåèç-

âåñòíûå x′1, ... x′r � áàçèñíûìè . Çàïèøåì n − r ðåøåíèé ñèñòåìû (3.19),
âûáðàâ ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå òàê, ÷òîáû x′r+i = 1 â ðåøåíèè xi, à â
îñòàëüíûõ ðåøåíèÿõ, ÷òîáû x′r+i = 0. Áàçèñíûå íåèçâåñòíûå íàéäåì ïî
ñâîáîäíûì, ïðèìåíèâ îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà ê ñèñòåìå (3.19):

e1 =



x11

. . .
x1r

1
0

. . .
0


, e2 =



x21

. . .
x2r

0
1

. . .
0


, . . . , en−r =



xn−r1

. . .
xn−rr

0
0

. . .
1


. (3.20)

Ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, èáî, åñëè λ1e1 + . . . + λn−ren−r = o,
òî, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå n − r êîìïîíåíò âåêòîðîâ, ïîëó÷èì λ1 = · · · =
= λn−r = 0.

Ëþáàÿ ñèñòåìà èç n− r ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû (3.17) íàçûâàåòñÿ åå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé .

Òåîðåìà 3.9. Óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé (3.20) îäíîðîäíîé ÑËÀÓ
ñ ìàòðèöåé ñèñòåìû ðàíãà r ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé ýòîé ÑËÀÓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ðåøåíèé (3.20) áûëà ïîêàçàíà
â ïðåäûäóùåé òåîðåìå.

Ïóñòü

x =



x1

. . .
xr

xr+1

xr+2

. . .
xn


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� ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.17). Ðàññìîòðèì âåêòîð-ñòîëáåö

y = x− xr+1e1 − . . .− xnen−r =



x1

. . .
xr

xr+1

xr+2

. . .
xn


−

−



xr+1x11

. . .
xr+1x1r

xr+1

0
. . .
0


−



xr+2x21

. . .
xr+2x2r

0
xr+2

. . .
0


− · · · −



xnxn−r1

. . .
xnxn−rr

0
0

. . .
xn


=



y1

. . .
yr

0
0

. . .
0


(3.21)

Òàê êàê y ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x, e1, ...,en−r, òî y
áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.17), à, çíà÷èò, è ñèñòåìû (3.19). Ïîäñòàâëÿÿ
â ïîñëåäíþþ ñèñòåìó êîìïîíåíòû ýòîãî ðåøåíèÿ x′1 = y1, ..., x′r = yr,
x′r+1 = 0, ..., x′n = 0, ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

c11y1 + c12y2 + . . . + c1ryr = 0,
c22y2 + . . . + c2ryr = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
crryr = 0,

êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y1 = . . . = yr = 0. Ïîýòîìó y = o è
èç ðàâåíñòâà (3.21) íàõîäèì, ÷òî

x = xr+1e1 + . . . + xnen−r.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîëüíî âçÿòîå ðåøåíèå îäíîðîä-
íîé ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åå ðåøåíèé (3.20). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ýòè ðåøåíèÿ îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îä-
íîðîäíîé ÑËÀÓ.

Ñëåäñòâèå 3.4. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé
ÑËÀÓ ðàâíà n− r, åñëè ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí r.
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Ñëåäñòâèå 3.5. Ëþáàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèé îäíîðîäíîé ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà åå
ðåøåíèé (ñì. òåîðåìó 1.9).

Ñëåäñòâèå 3.6. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ
(n− r)-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà n-îê ÷èñåë.

Ïóñòü x1, ...,xn−r � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû (3.17). Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð-ñòîëáåö

x = C1x1 + . . . + Cn−rxn−r (3.22)

áóäåò ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ C1, ...,Cn−r,
è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû
(3.22) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïîñòîÿííûõ. Ðåøåíèå (3.22) íàçûâà-
åòñÿ îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ÑËÀÓ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíóþ ÑËÀÓ a11x1 + . . . + a1nxn = b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + . . . + amnxn = bm,

(3.23)

ãäå íå âñå bi ðàâíû íóëþ. Ýòó ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

Ax = b, (3.24)

bT = (b1, . . . , bm). Îäíîðîäíàÿ ÑËÀÓ (3.17) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé íåîäíîðîäíîé ÑËÀÓ (3.23).

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü x̃ � êàêîå-íèáóäü (÷àñòíîå) ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé
ÑËÀÓ (3.23), à x � îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ÑËÀÓ.
Òîãäà âåêòîð-ñòîëáåö

x = x + x̃ (3.25)

áóäåò ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé ÑËÀÓ (3.23) è, íàîáîðîò, ëþáîå ðåøåíèå
ýòîé ÑËÀÓ áóäåò èìåòü âèä (3.25).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð ñòîëáåö (3.25) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì åãî â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
(3.24):

Ax ≡ A(x + x̃)≡ Ax + Ax̃≡ o + b ≡ b,

òàê êàê Ax≡ o, à Ax̃≡ b, ïîòîìó ÷òî x è x̃, ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåíèÿ îäíî-
ðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ÑËÀÓ. Çíà÷èò, x � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ÑËÀÓ.
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Ïóñòü òåïåðü y � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ÑËÀÓ (3.23). Ïîêàæåì, ÷òî
îíî èìååò âèä (3.25). Âîçüìåì åùå îäíî ðåøåíèå x̃ ñèñòåìû (3.23). Òîãäà,
òàê êàê Ay ≡ b è Ax̃ ≡ b, òî, âû÷èòàÿ äðóã èç äðóãà ýòè ðàâåíñòâà,
ïîëó÷àåì A(y − x̃) ≡ o. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-ñòîëáåö y − x̃ ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ÑËÀÓ. Íî âñå åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
(3.22) è ïîýòîìó y − x̃ = x. Ñëåäîâàòåëüíî, y = x + x̃.

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ÑËÀÓ (3.25) íàçûâàåòñÿ åå îáùèì ðåøåíè-
åì . Ïîýòîìó äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: îáùåå
ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ÑËÀÓ åñòü ñóììà åå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ è îáùåãî
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ÑËÀÓ.

Ïðèìåð 3.12. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ÑËÀÓ
x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 2,
2x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4 + x5 = 14,
3x1 + 4x2 + x3 + 5x4 + 2x5 = 16,

x1 + 3x2 + 12x3 + 5x4 + 9x5 = 2,
4x1 + 5x2 − 3x3 + 6x4 + 3x5 = 18.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ê çàäàííîé ñèñòåìå ìåòîä Ãàóññà. Äëÿ ýòîãî óìíî-
æèì ïåðâîå óðàâíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî íà −2, −3, −1, −4 è ðåçóëüòàòû
óìíîæåíèé ïðèáàâèì ñîîòâåòñòâåííî êî âòîðîìó, òðåòüåìó, ÷åòâåðòîìó è
ïÿòîìó óðàâíåíèÿì:

x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 2,
−x2 − 3x3 − 2x4 − 9x5 = 10,

−2x2 − 11x3 − 4x4 − 13x5 = 10,
x2 + 8x3 + 2x4 + 4x5 = 0,

−3x2 − 19x3 − 6x4 − 17x5 = 10.

Òåïåðü âòîðîå óðàâíåíèå óìíîæèì ïîñëåäîâàòåëüíî íà −2, 1, −3 è ðå-
çóëüòàòû óìíîæåíèé ïðèáàâèì ñîîòâåòñòâåííî ê òðåòüåìó, ÷åòâåðòîìó è
ïÿòîìó óðàâíåíèÿì:

x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 2,
−x2 − 3x3 − 2x4 − 9x5 = 10,

−5x3 + 5x5 = −10,
5x3 − 5x5 = 10,

−10x3 + 10x5 = −20.
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Íàêîíåö, òðåòüå óðàâíåíèå ïðèáàâèì ê ÷åòâåðòîìó è, óìíîæèâ íà −2, ïðè-
áàâèì ê ïÿòîìó; îòáðîñèâ òîæäåñòâà 0 = 0, ïîëó÷èì ñèñòåìó x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 2,

−x2 − 3x3 − 2x4 − 9x5 = 10,
−5x3 + 5x5 = −10.

(3.26)

Ðåøàÿ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäàííîé, ïîëó÷èì ÑËÀÓ,
îòëè÷àþùóþñÿ îò ñèñòåìû (3.26) òîëüêî íóëÿìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíå-
íèé:  x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 0,

−x2 − 3x3 − 2x4 − 9x5 = 0,
−5x3 + 5x5 = 0.

Î÷åâèäíî, ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí 3 è åå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:  x1 + 2x2 + 4x3 = −3x4 − 5x5,

−x2 − 3x3 = 2x4 + 9x5,
−5x3 = −5x5.

(3.27)

Áàçèñíûå íåèçâåñòíûå � x1, x2, x3, ñâîáîäíûå � x4 è x5. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû îáðàçóþò äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
×òîáû íàéòè áàçèñ (3.20) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, âîçüìåì x4 = 1, x5 = 0 è
ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (3.27) îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà. Ïîëó÷èì x1 = 1,
x2 = −2, x3 = 0. Òî÷íî òàê æå ðåøàÿ ïðè x4 = 0, x5 = 1, íàéäåì, ÷òî
x1 = 15, x2 = −12, x3 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé áàçèñ èìååò âèä:

e1 =


1

−2
0
1
0

 , e2 =


15

−12
1
0
1

 .

Çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû áóäåò òàêèì:

x = C1e1 + C2e2.

Íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó (3.26) ïåðåïèøåì àíàëîãè÷íî ñèñòåìå (3.27), ðàç-
äåëèâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà (−5): x1 + 2x2 + 4x3 = 2− 3x4 − 5x5,

−x2 − 3x3 = 10 + 2x4 + 9x5,
x3 = 2 + x5.
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Íàéäåì åå ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðè x4 = x5 = 0. Ïîëó÷èì x3 = 2, x2 =
= −16, x1 = 26. Ýòî ðåøåíèå òîæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå âåêòîðà-ñòîëáöà

x̃ =


26

−16
2
0
0

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå çàäàííîé ÑËÀÓ èìååò âèä

x = x + x̃ = C1


1

−2
0
1
0

+ C2


15

−12
1
0
1

+


26

−16
2
0
0

 .

Ïðèäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòàì C1 è C2, ìîæíî ïîëó÷èòü âñå
âîçìîæíûå ðåøåíèÿ ÑËÀÓ.

3.5 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû

Âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò âåêòîðû, äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà êîòî-
ðûå ñâîäèòñÿ ê èõ óìíîæåíèþ íà íåêîòîðîå ÷èñëî. Îáðàç âåêòîðà ïîëó-
÷àåòñÿ êîëëèíåàðíûì ñàìîìó âåêòîðó, òî åñòü îáðàç âåêòîðà îêàçûâàåòñÿ
ëåæàùèì íà òîé æå ïðÿìîé, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ èñõîäíûé âåêòîð. Òàêèì
îáðàçîì, íè îäèí âåêòîð ýòîé ïðÿìîé ëèíåéíûé îïåðàòîð íå â ñîñòîÿíèè ñ
íåå ïåðåìåñòèòü � äåéñòâèå îïåðàòîðà íå èçìåíÿåò ýòó ïðÿìóþ. Â ðåçóëü-
òàòå ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé âñå òàêèå ïðÿìûå äëÿ äàííîãî
îïåðàòîðà îêàçûâàþòñÿ åñòåñòâåííûìè îñÿìè êîîðäèíàò, òî åñòü â ýòîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è óðàâíåíèÿ ñâÿçàííûõ ñ
íèì ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïðèîáðåòàþò íàèáîëåå ïðîñòîé (êàíîíè÷å-
ñêèé) âèä.

Íåíóëåâîé âåêòîð x íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A, åñëè

Ax = px, (3.28)

ãäå p � ÷èñëî, íàçûâàåìîå ñîáñòâåííûì ÷èñëîì , èëè ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Âèäíî, ÷òî äåéñòâèòåëüíî Ax ‖ px.
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Íàïðèìåð, ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òîæäåñòâåííîãî è íóëåâîãî îïå-
ðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ âñå âåêòîðû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, à ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, 1 è 0.

Åñëè âåêòîð x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, òî µx òîæå áó-
äåò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ýòîãî îïåðàòîðà, òàê êàê A(µx) = µ(Ax) =
= µ(px) = p(µx). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî âñå âåêòîðû ïðÿìîé, íà êîòîðîé íà-
õîäèòñÿ âåêòîð x, îïåðàòîð íå â ñîñòîÿíèè ñ íåå ïåðåìåñòèòü. Çíà÷èò, è âñÿ
ïðÿìàÿ îñòàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà íåèçìåííîé.

Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A äåéñòâóåò â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ áà-
çèñîì < e1, . . . , en > è A = {aij} � åãî ìàòðèöà â ýòîì áàçèñå. Òîãäà
ðàâåíñòâî (3.28) äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà x, èìåþùåãî â äàííîì áàçèñå
êîîðäèíàòû [x] = (x1, . . . , xn)T , ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

A[x] = p[x].

Âåêòîð x è ÷èñëî p, óäîâëåòâîðÿþùèå òàêîìó ðàâåíñòâó, íàçûâàþòñÿ ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðîì è ñîáñòâåííûì ÷èñëîì (çíà÷åíèåì) ìàòðèöû
A. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïåðåïèøåì êàê

(A− pE)[x] = [o],

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà, à çàòåì ïðåäñòàâèì â êîîðäè-
íàòíîé ôîðìå 

(a11 − p)x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0,
a21x1 + (a22 − p)x2 + . . . + a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . . + (ann − p)xn = 0.

(3.29)

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûé âåêòîð íå ðàâåí íóëþ ïî îïðåäåëåíèþ, ýòà îäíî-
ðîäíàÿ ÑËÀÓ äîëæíà èìåòü íåíóëåâîå ðåøåíèå. Íî òîãäà åå îïðåäåëèòåëü
äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ:

|A− pE| = 0 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − p a12 . . . a1n

a21 a22 − p . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 a22 . . . ann − p

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.30)

Ðàñêðûâàÿ åãî, ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî p, êîòîðûé
îáîçíà÷àåòñÿ ϕ(p) è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì
ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (3.30), íàçûâàåìîå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ìàòðèöû A, èìååò êîðíÿìè åå ñîáñòâåííûå
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çíà÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â êîìïëåêñíîì n-îì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ âñåãäà
n (âîçìîæíî, êîìïëåêñíûõ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A, à â äåé-
ñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå èõ âîîáùå ìîæåò íå áûòü.

Òåîðåìà 3.11. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(p) = |A−pE| � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ìàòðèöû A â áàçèñå < e1, . . . , en >. Âîçüìåì åùå îäèí áàçèñ < ẽ1, . . . , ẽn >,
â êîòîðûé ïåðâûé áàçèñ ïåðåõîäèò ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû S, |S| 6= 0, òî
åñòü ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (3.16), ãäå Ã � ìàòðèöà îïåðàòîðà A âî âòîðîì
áàçèñå. Òîãäà

|Ã− pE| = |S−1AS− pE| = |S−1AS− S−1pES| =
= |S−1(A− pE)S| = |S−1||A− pE||S| = |A− pE| = ϕ(p).

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàçâàòü ϕ(p) õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì , à óðàâíåíèå (3.30) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíè-
åì îïåðàòîðà A.

Èç âñåãî ñêàçàííîãî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñíà÷àëà ñëåäóåò âûáðàòü íåêîòî-
ðûé áàçèñ è â ýòîì áàçèñå íàéòè ìàòðèöó A ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàòåì
ðåøèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.30). Åãî êîðíè äàäóò ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü pi � íàéäåííîå òàêèì îáðàçîì ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî. Ïîäñòàâëÿÿ åãî âìåñòî p â ÑËÀÓ (3.29) è ðåøàÿ åå, íóæíî
ïîëó÷èòü ñîáñòâåííûé âåêòîð xi (â âûáðàííîì áàçèñå), ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ pi. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêèì îáðàçîì ìîæíî íàéòè
n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñòîëüêî æå ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.

Ïðèìåð 3.13. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàí-
íîãî â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöåé

A =

 2 −1 −2
−1 5 1
−2 1 2

 .
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Ðåøåíèå. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà (ìàòðèöû):

|A− pE| =

∣∣∣∣∣∣
2− p −1 −2
−1 5− p 1
−2 1 2− p

∣∣∣∣∣∣ =
= (2− p)2(5− p) + 2 + 2− 4(5− p)− 2(2− p) =

= (4− 4p + p2)(5− p) + 4− 20 + 4p− 4 + 2p =

= 20− 20p + 5p2 − 4p + 4p2 − p3 + 6p− 20 =

= −p3 + 9p2 − 18p.

Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû èìååò âèä

p(p2 − 9p + 18) = 0.

Åãî êîðíè p1 = 0, p2 = 3, p3 = 6 áóäóò ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà. Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ñèñòåìó âèäà (3.29): (2− p)x1 − x2 − 2x3 = 0,
−x1 + (5− p)x2 + x3 = 0,
−2x1 + x2 + (2− p)x3 = 0,

(3.31)

ïîäñòàâèì â íåå p = p1 = 0: 2x1 − x2 − 2x3 = 0,
−x1 + 5x2 + x3 = 0,
−2x1 + x2 + 2x3 = 0,

è ðåøèì. Åñëè ïåðâîå óðàâíåíèå ïðèáàâèòü ê òðåòüåìó, ïîëó÷èì ðàâåí-
ñòâî 0 = 0, êîòîðîå ìîæíî îòáðîñèòü. Óìíîæèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà 2 è
ïðèáàâèâ ê ïåðâîìó, ïðèäåì ê ñèñòåìå{

9x2 = 0,
−x1 + 5x2 + x3 = 0.

Åå ðåøåíèåì áóäåò x2 = 0, x1 = α, x3 = α. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûé
âåêòîð â äàííîì ñëó÷àå áóäåò òàêèì: [x1] = (α, 0, α)T , α 6= 0. Ïîäñòàâèì
òåïåðü â ñèñòåìó (3.31) p = 3: −x1 − x2 − 2x3 = 0,

−x1 + 2x2 + x3 = 0,
−2x1 + x2 − x3 = 0.
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Ïðèìåíèâ ê ñèñòåìå ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, ïîëó÷èì{
−x1 − x2 − 2x3 = 0,

3x2 + 3x3 = 0.

Ðåøåíèå ñèñòåìû áóäåò òàêèì: x2 = β, x3 = −β, x1 = β. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííûé âåêòîð: [x2] = (β, β,−β)T , β 6= 0. Ïîäñòàíîâêà â ñèñòåìó (3.31)
p = p3 = 6 äàåò ÑËÀÓ  −4x1 − x2 − 2x3 = 0,

−x1 − x2 + x3 = 0,
−2x1 + x2 − 4x3 = 0,

êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó{
−x1 − x2 + x3 = 0,

3x2 − 6x3 = 0.

Ðåøàÿ, íàõîäèì x3 = γ, x2 = 2γ, x1 = −γ. Ïîëó÷àåì òðåòèé ñîáñòâåííûé
âåêòîð [x3] = (−γ, 2γ, γ)T , γ 6= 0.

Ðàññìîòðèì òåîðåìû î ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îáú-
ÿñíÿþùèå, ïî÷åìó ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîãóò áûòü êîîðäèíàòíûìè îðòà-
ìè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îáðàçóÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèáîëåå óäîá-
íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 3.12. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (ñèììåòðè÷íîé ìàò-
ðèöû), îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî åñòü
A = A∗, à x è y � åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì
÷èñëàì p è q, p 6= q. Òîãäà

Ax = px, Ay = qy.

Óìíîæèì ïåðâîå ðàâåíñòâî íà y. Òîãäà åãî ëåâàÿ ÷àñòü ñòàíåò ðàâíîé

y · Ax = Ay · x = q(y · x),

à ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèìåò âèä

y · px = p(y · x).

Òàê êàê ýòè ÷àñòè ðàâíû, òî q(y · x) = p(y · x), èëè (q − p)(y · x) = 0.
Ïîñêîëüêó p 6= q, òî y · x = 0, ñëåäîâàòåëüíî, x è y îðòîãîíàëüíû.
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Òåîðåìà 3.13. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíîé ñèììåòðè÷íîé
ìàòðèöû äåéñòâèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìàòðèö A = {aij} è B =
= {bij}, ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

AB = A ·B, (3.32)

ãäå A � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñî-
îòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü îïðåäå-
ëåíèåì îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïîëó÷àåì

AB =
∑

j

aijbjk =
∑

j

aijbjk =
∑

j

aijbjk = A ·B.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî p � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñèììåòðè÷íîé ìàòðè-
öû A, à [x] � ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð-ñòîëáåö. Òîãäà

A[x] = p[x]. (3.33)

Ïðèìåíèì ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, èñïîëüçóÿ ðà-
âåíñòâî (3.32) è òî, ÷òî ìàòðèöà A ñîñòîèò èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:

A[x] = p · [x]. (3.34)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p òîæå áóäåò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A, à âåê-
òîð [x] � ñîîòâåòñòâóþùèì åìó ñîáñòâåííûì âåêòîðîì. Ó÷èòûâàÿ (3.34),

óìíîæèì ðàâåíñòâî (3.33) íà [x]
T
. Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

[x]
T
A[x] = (A[x])T [x] = p · [x]

T
[x], à åãî ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò ðàâíà p[x]

T
[x].

Ñëåäîâàòåëüíî, p · [x]
T
[x] = p · [x]

T
[x], èëè (p− p) · [x]

T
[x] = 0. Íî, òàê êàê

[x]
T
[x] 6= 0, òî p = p è ïîýòîìó p � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 3.14. Åñëè ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå èìååò n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî èç
åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìîæíî ñîñòàâèòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íåêîòîðûé áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Â
ýòîì áàçèñå ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ïðåäñòàâèòñÿ íåêîòîðîé ñèììåò-
ðè÷íîé ìàòðèöåé. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ïî óñëîâèþ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû
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ýòè ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3.12 ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû áóäóò ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Ïóñòü
si � i-é ñîáñòâåííûé âåêòîð. Íîðìèðóåì åãî îáû÷íûì îáðàçîì: s0

i = si/|si|.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 1.9 è 2.5, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî < s0

1, . . . , s
0
n > � îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Òåîðåìà 3.15. Ìàòðèöà A ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â áàçèñå
< e1, . . . , en > èìååò äèàãîíàëüíûé âèä òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
âåêòîðû áàçèñà � åå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü áàçèñîì< e1, . . . , en > ñëóæàò ñîáñòâåííûå âåêòî-
ðû ìàòðèöûA. Òàê êàê ýòà ìàòðèöà ñîñòîèò èç îáðàçîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ,
à îáðàç áàçèñíîãî âåêòîðà â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä Aei = piei, ãäå pi �
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ei,
òî

A =


p1 0 . . . 0
0 p2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . pn

 . (3.35)

Îáðàòíî. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò äèàãîíàëüíûé âèä (3.35). Òàê êàê åå
i-é ñòîëáåö åñòü îáðàç áàçèñíîãî âåêòîðà ei, òî

Aei = (0, . . . , 0, pi, 0, . . . , 0)T .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì áàçèñå âåêòîð Aei èìååò ðàçëîæåíèå Aei =
= piei. Òàêèì îáðàçîì, ei � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, à pi � ñîîò-
âåòñòâóþùåå åìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

3.6 Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé n ïåðåìåííûõ x1,. . . ,xn íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí
âòîðîé ñòåïåíè ýòèõ ïåðåìåííûõ âèäà

Q(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj , (3.36)

ãäå aij � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòàìè êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ aij = aji.

Îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, òåñíî ñâÿçàííîé ñ ïðèâå-
äåíèåì óðàâíåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ëèíèé è ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà
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ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê òàê
íàçûâàåìîé ñóììå êâàäðàòîâ. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ òàêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ïåðåìåííûõ x1, ..., xn â âûðàæåíèè (3.36), ïîñëå êîòîðîãî êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî êâàäðàòû ïåðåìåííûõ ñ ïîëîæèòåëü-
íûìè èëè îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè íèõ. Îäíèì èç ñïîñîáîâ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ëàãðàíæà , èëè ìåòîä âûäåëå-
íèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ .

Ðàññìîòðèì ýòîò ìåòîä. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå ñîäåðæèò íè îä-
íîãî êâàäðàòà êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé, òî åñòü äëÿ âñåõ m êîýôôèöèåíòû
amm = 0, íî Q(x1, . . . , xn) 6≡ 0, òî íàéäóòñÿ ïåðåìåííûå xi è xj , i 6= j,
òàêèå, ÷òî aij 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå äåëàåì çàìåíó xi = yi − yj , xj = yi + yj ,
xk = yk, k 6= i, k 6= j, è ÷ëåí êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ñîäåðæàùèé ïðîèçâåäå-
íèå ïåðåìåííûõ xi è xj , ïðåîáðàçóåòñÿ â äâà ñëàãàåìûõ, óæå ñîäåðæàùèõ
êâàäðàòû ïåðåìåííûõ:

2aijxixj = 2aij(yi − yj)(yi + yj) = 2aijy
2
i − 2aijy

2
j .

Ïîýòîìó áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñîäåðæèò êâàäðàò
õîòÿ áû îäíîé ïåðåìåííîé, íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëåííîñòè x2

1. Âûäåëèì â
êâàäðàòè÷íîé ôîðìå âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå x1:

Q(x1, . . . , xn) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + . . . + 2a1nx1xn + σ(x2, . . . , xn) =

=
1

a11
(a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn)2 + σ′(x2, . . . , xn), (3.37)

ãäå σ, σ′ � ìíîãî÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííîé x1. Ñäåëàåì çàìåíó
ïåðåìåííûõ z1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn, zk = xk, k = 2, n, ïîñëå
êîòîðîé êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (3.37) ïðåâðàòèòñÿ â

Q1(z1, . . . , zn) =
1

a11
z2
1 + Q2(z2, . . . , zn).

Â ýòîì âûðàæåíèè Q2(z2, . . . , zn) òîæå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé,
íî óæå ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ÷åì Q. Ïðèìåíÿÿ ê íåé òîò æå ïîä-
õîä, âûäåëèì êâàäðàò ïåðåìåííîé z2 è ò.ä., ïîêà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå
ïðèìåò âèä

Q3(t1, . . . , tn) = λ1t
2
1 + λ1t

2
2 + . . . + λnt2n,

êîòîðûé è íàçûâàåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ , èëè êàíîíè÷åñêèì âèäîì
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.
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Ïðèìåð 3.14. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
Q(x1, x2, x3) = x1x2 + x2x3 + 3x1x3.

Ðåøåíèå. Òàê êàê êâàäðàòû ïåðåìåííûõ â êâàäðàòè÷íîé ôîðìå îòñóòñòâó-
þò, ñäåëàåì çàìåíó x1 = y1−y2, x2 = y1+y2, y3 = x3. Â ðåçóëüòàòå çàäàííàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèîáðåòåò âèä

Q1(y1, y2, y3) = y2
1 − y2

2 + (y1 + y2)y3 + 3(y1 − y2)y3 =

= y2
1 − y2

2 + y1y3 + y2y3 + 3y1y3 − 3y2y3 =

= y2
1 − y2

2 + 4y1y3 − 2y2y3.

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå (3.37):

Q1(y1, y2, y3) = y2
1 + 4y1y3 − y2

2 − 2y2y3 =

= (y1 + 2y3)2 − y2
2 − 2y2y3 − 4y2

3 .

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ z1 = y1 + 2y3, z2 = y2, z3 = y3 è ïðèäåì ê
ñëåäóþùåìó âèäó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

Q2(z1, z2, z3) = z1
2 − z2

2 − 2z2z3 − 4z2
3 = z1

2 − (z2 + z3)2 − 3z2
3 .

Ïîñëå çàìåíû t1 = z1, t2 = z2 + z3, t3 = z3 ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ:

Q3(t1, t2, t3) = t1
2 − t2

2 − 3t23.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäàõ òåîðèè ëè-
íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ýòîãî âåðíåìñÿ ê ïðîñòðàíñòâó n-îê ÷èñåë âèäà
x = (x1, . . . , xn) ñ áàçèñîì (1.8) è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, îïðåäåëåí-
íûì, êàê áûëî ðàññìîòðåíî âûøå. Òîãäà êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (3.36) ìîæ-
íî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

Q(x) = [x]T A[x],

ãäå [x] = (x1, . . . , xn)T � âåêòîð-ñòîëáåö, A = {aij} � ñèììåòðè÷íàÿ ìàò-
ðèöà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3.2 ìàòðèöó A ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòðèöåé
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñ äåéñòâèåì Ax = A[x] è êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
çàïèñàòü åùå è òàê:

Q(x) = x · Ax.
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Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ p1, ..., pn,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò åäèíè÷íûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ẽ1,. . . , ẽn, îáðà-
çóþùèå â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3.14 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå. Âîçüìåì ìàòðèöó L = ([ẽ1] . . . [ẽn]), [ẽi]T =
= (ẽi

1, . . . , ẽ
i
n), ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû

A. Ýòà ìàòðèöà ïåðåâîäèò áàçèñ e â áàçèñ ẽ ïî ôîðìóëå (3.6):

LT [e] =

 [ẽ1]T

· · ·
[ẽn]T

 [e] =

 [ẽ1]T e
· · ·

[ẽn]T e

 =

 [ẽ1]
· · ·
[ẽn]

 = [ẽ],

òàê êàê

[ẽi]T e = (ẽi
1, . . . , ẽ

i
n)


[e1]
[e2]
· · ·
[en]

 = ẽi
1


1
0
· · ·
0

+ · · ·+ ẽi
n


0
0
· · ·
1

 =

=


ẽi
1

ẽi
2

· · ·
ẽi
n

 = [ẽi].

Íî îáà áàçèñà îðòîíîðìèðîâàííû, ñëåäîâàòåëüíî, L � ìàòðèöà íåêîòîðîãî
îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà â ñèëó òåîðåìû 3.4. Ýòî çíà÷èò, ÷òî LT = L−1.
Ìàòðèöà A ïîä äåéñòâèåì îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïðåîáðàçóåòñÿ â ìàò-
ðèöó Ã ïî ôîðìóëå (3.16) è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî òåîðåìå 3.15 ìàòðèöà â
áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä, ïîëó÷èì:

Ã = L−1AL = LT AL =


p1 0 · · · 0
0 p2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · pn

 .

Êðîìå òîãî, êîîðäèíàòû âåêòîðà x â íîâîì áàçèñå ïðèìóò âèä y (ñì. (3.14)):
[x] = L[y], [y]T = (y1, . . . , yn), ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîä
äåéñòâèåì äàííîãî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà áóäåò ïðèâåäåíà ê êàíîíè-
÷åñêîìó âèäó:

Q1(y) = Q(y1, . . . , yn) = [x]T A[x]
∣∣
x=L[y]

=

= (L[y])T AL[y] = [y]T LT AL[y] = [y]T Ã[y] =

= p1y
2
1 + . . . + pny2

n.
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Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äàííûì ìåòîäîì ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó, íóæíî òîëüêî íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ p1, ..., pn

ìàòðèöû A.

3.7 Ïðèìåíåíèå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

Òåîðèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ íåêîòîðûõ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ èõ òèïà,
ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è ïîñòðîåíèÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò.

Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ 2-ãî ïîðÿäêà çàäàíà ñâîèì îáùèì óðàâ-
íåíèåì

a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 + b1x1 + b2x2 + c = 0. (3.38)

Îáà ðàññìîòðåííûõ ìåòîäà ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ñóììå
êâàäðàòîâ ãîäÿòñÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿä-
êà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïåðâûé ìåòîä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ áîëåå ëåãêèì,
îäíàêî îí íå äàåò ïðîñòîãî ïóòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà êðèâîé â èñ-
õîäíîì áàçèñå. Ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ìåòîäà òàêîå ïîñòðîåíèå âûïîëíèòü
íåñëîæíî, íî â äàííîì èçëîæåíèè îí íå âñåãäà ïðèìåíèì è íå ñòîëü ïðîñò,
êàê ïåðâûé.

Ïðèìåð 3.15. Ìåòîäîì Ëàãðàíæà ïðèâåñòè óðàâíåíèå êðèâîé

7x2
1 − 24x1x2︸ ︷︷ ︸−38x1 + 24x2 + 175 = 0 (3.39)

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è îïðåäåëèòü òèï êðèâîé.

Ðåøåíèå. Ôèãóðíîé ñêîáêîé ïîêàçàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, âõîäÿùàÿ â
ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Âûäåëèì äëÿ íåå ïîëíûé êâàäðàò òàê, êàê ýòî
áûëî âûïîëíåíî â ïðåäûäóùåì ï.:

1
7
(7x1 − 12x2)2 −

144
7

x2
2 − 38x1 + 24x2 + 175 = 0.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: y1 = 7x1 − 12x2, y2 = x2. Óðàâíåíèå ïðèìåò
âèä:

1
7
y2
1 −

144
7

y2
2 − 38

y1 + 12y2

7
+ 24y2 + 175 = 0,

1
7
y2
1 −

38
7

y1︸ ︷︷ ︸−144
7

y2
2 −

288
7

y2︸ ︷︷ ︸+175 = 0.
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Âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû äëÿ âûðàæåíèé, îòìå÷åííûõ ôèãóðíûìè
ñêîáêàìè:

1
7
(y1 − 19)2 − 361

7
− 144

7
(y2 + 1)2 +

144
7

+ 175 = 0,

1
7
(y1 − 19)2 − 144

7
(y2 + 1)2 + 144 = 0.

Ñäåëàâ çàìåíó z1 = y2 + 1, z2 = y1 − 19, ïîëó÷èì

1
7
z2
2 −

144
7

z2
1 + 144 = 0,

z2
1

7
− z2

2

1008
= 1.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çàäàííàÿ êðèâàÿ � ãè-
ïåðáîëà.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (3.38). Ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ â íåì îáðàçóþò
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó. Ââåäåì ìàòðèöó A, âåêòîð x (ïðè n = 2 ), êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì ï., è âåêòîð [b]T = (b1, b2).Òîãäà óðàâíåíèå
êðèâîé ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

[x]T A[x] + [b]T [x] + c = 0.

×òîáû ïðèâåñòè åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî îïå-
ðàòîðà, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.

1. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ p1,p2 ìàòðèöû A. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè
çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû. (Åñëè p1 = p2, òî â äàííîì èçëîæåíèè ìåòîä íå ãî-
äèòñÿ). Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû s1, s2 ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèå
íàéäåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

2. Íîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïî ïðàâèëó: ẽi = si/|si|, i = 1, 2.
3. Ñîñòàâèòü îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó L = ([ẽ1] [ẽ2]) è ñäåëàòü çàìåíó

ïåðåìåííûõ [x] = L[y], y = (y1, y2), ïðè ýòîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèìåò
âèä [x]T A[x] = p1y

2
1 + p2y

2
2 .

4. Íàéòè ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíîé ôîðìû [b]T [x] = [b]T L[y].
5. Â ïðåîáðàçîâàííîì óðàâíåíèè p1y

2
1 + p2y

2
2 + [b]T L[y] + c = 0, åñëè

íåîáõîäèìî, âûäåëèòü ïîëíûå êâàäðàòû äëÿ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ïå-
ðåìåííûå y1 è y2, è îêîí÷àòåëüíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó.
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Ïðèìåð 3.16. Ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïðèâåñòè óðàâíå-
íèå (3.39) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è ïîñòðîèòü êðèâóþ â áàçèñå e1 = (1, 0),
e2 = (0, 1).

Ðåøåíèå. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, âõîäÿùàÿ â óðàâ-
íåíèå, èìååò âèä

ϕ(x1, x2) = 7x2
1 − 24x1x2.

Ñîñòàâèì äëÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

A =
(

7 −12
−12 0

)
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|A− pE| =
∣∣∣∣ 7− p −12
−12 −p

∣∣∣∣ = p2 − 7p− 144 = 0.

Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû: p1 = −9,
p2 = 16. ×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîñòàâèì ñèñòåìó{

(7− p)s1 − 12s2 = 0,
−12s1 − ps2 = 0,

(3.40)

ãäå [s] = (s1, s2)T � èñêîìûé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ïîäñòàâèì â ýòó ñèñòåìó
p = p1 = −9: {

16s1 − 12s2 = 0,
−12s1 + 9s2 = 0.

Åå ðåøåíèå äàåò ñîáñòâåííûé âåêòîð [s1] = (3t, 4t)T , [ẽ1] = [s1]/|s1| =
= (3t, 4t)T /(5|t|) = ±(3/5, 4/5)T . Âûáåðåì çíàê ¾+¿, òî åñòü âåêòîð [ẽ1] =
= (3/5, 4/5)T . Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (3.40) p = p2 = 16, ïîëó-
÷àåì ñèñòåìó {

−9s1 − 12s2 = 0,
−12s1 − 16s2 = 0,

èç êîòîðîé íàõîäèì âòîðîé ñîáñòâåííûé âåêòîð [s2] = (4t,−3t), [ẽ2] =
= [s2]/|s2| = (4t,−3t)T /(5|t|) = ±(4/5,−3/5)T . Äëÿ çíàêà ¾+¿ ïîëó÷àåì
[ẽ2] = (4/5,−3/5)T . Ñîñòàâèì èç ýòèõ âåêòîðîâ ìàòðèöó

L = ([ẽ1] [ẽ2]) =
(

3/5 4/5
4/5 −3/5

)
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è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ [x] = L[y], y = (y1, y2). Â ðåçóëüòàòå ëè-
íåéíàÿ ôîðìà −38x1 + 24x2 ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ([b] =
= (−38; 24)T ):

−38x1 + 24x2 = [b]T [x] = [b]T L[y] =

= (−38; 24)
(

3
5

4
5

4
5 − 3

5

)(
y1

y2

)
=

=
(
−18
5

;
−224

5

)(
y1

y2

)
= −18

5
y1 −

224
5

y2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîä äåéñòâèåì îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà çàäàííîå óðàâ-
íåíèå ïðèìåò âèä

−9y2
1 + 16y2

2 −
18
5

y1 −
224
5

y2 + 175 = 0.

Äàëåå âûäåëÿåì ïîëíûå êâàäðàòû äëÿ y1 è y2 è ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

−9
(

y1 +
1
5

)2

+ 16
(

y2 −
7
5

)2

= − 9
25

+
784
25

− 175,

−9
(

y1 +
1
5

)2

+ 16
(

y2 −
7
5

)2

= −144,(
y1 + 1

5

)2
16

−
(
y2 − 7

5

)2
9

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàííàÿ êðèâàÿ äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãè-
ïåðáîëó ñ öåíòðîì â òî÷êå (−1/5; 7/5) â ñèñòåìå êîîðäèíàò y1Oy2. ×åðòåæ
ãèïåðáîëû ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.4.

Ïóñòü òåïåðü çàäàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà:

a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3+

+ b1x1 + b2x2 + b3x3 + c = 0.

Ïðèâåäåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó êàê ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà Ëàãðàíæà, òàê è ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïðèíöèïèàëüíî
íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî âûøå.

Ïðèìåð 3.17. Ìåòîäîì Ëàãðàíæà ïðèâåñòè óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè

5x2
1 + 11x2

2 + 2x2
3 − 16x1x2 + 20x1x3 + 4x2x3︸ ︷︷ ︸+

+ 30x1 − 12x2 + 24x3 + 27 = 0 (3.41)

3.7. Ïðèìåíåíèå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì



3. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû 66

O
x1

x2

y1

y2

ẽ1

ẽ2

3

5

M ′

M ′(−1/5; 7/5)

Ðèñ. 3.4: Ãèïåðáîëà
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ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è îïðåäåëèòü òèï ïîâåðõíîñòè.

Ðåøåíèå. Ôèãóðíîé ñêîáêîé ïîêàçàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Âûäåëèì ïîë-
íûé êâàäðàò äëÿ ïåðåìåííîé x1:

1
5
(5x1 − 8x2 + 10x3)2 −

64
5

x2
2 − 20x2

3 + 32x2x3 + 11x2
2 + 2x2

3 + 4x2x3+

+ 30x1 − 12x2 + 24x3 + 27 = 0,

1
5
(5x1 − 8x2 + 10x3)2 −

9
5
x2

2 − 18x2
3 + 36x2x3 + 30x1 − 12x2+

+ 24x3 + 27 = 0,

è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: y1 = 5x1 − 8x2 + 10x3, y2 = x2, y3 = x3:

1
5
y2
1 −

9
5
y2
2 − 18y2

3 + 36y2y3 + 30
y1 + 8y2 − 10y3

5
− 12y2 + 24y3 + 27 = 0,

1
5
y2
1 −

9
5
y2
2 − 18y2

3 + 36y2y3 + 6y1 + 36y2 − 36y3 + 27 = 0,

y2
1 − 9y2

2 − 90y2
3 + 180y2y3 + 30y1 + 180y2 − 180y3 + 135 = 0.

Òåïåðü âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò äëÿ ïåðåìåííîé y2:

y2
1 − 9(y2 − 10y3)2 + 900y2

3 − 90y2
3 + 30y1 + 180y2 − 180y3 + 135 = 0,

y2
1 − 9(y2 − 10y3)2 + 810y2

3 + 30y1 + 180y2 − 180y3 + 135 = 0.

Ñíîâà ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: z1 = y1, z2 = y2 − 10y3, z3 = y3:

z2
1 − 9z2

2 + 810z2
3 + 30z1 + 180(z2 + 10z3)− 180z3 + 135 = 0,

z2
1 − 9z2

2 + 810z2
3 + 30z1 + 180z2 + 1620z3 + 135 = 0.

Âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû äëÿ ïåðåìåííûõ:

(z1 + 15)2 − 225− 9(z2 − 10)2 + 900 + 810(z3 + 1)2 − 810 + 135 = 0,

(z1 + 15)2 − 9(z2 − 10)2 + 810(z3 + 1)2 = 0.

Íàêîíåö, âûïîëíèì ïîñëåäíþþ çàìåíó ïåðåìåííûõ: w1 = z1 + 15, w2 =
= z2 − 10, w3 = z3 + 1 è ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

w2
1 − 9w2

2 + 810w2
3 = 0,

w2
1

810
− w2

2

90
+ w2

3 = 0,

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî çàäàííàÿ ïîâåðõíîñòü � êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ïðèìåíåíèå ìåòîäà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ê óðàâíåíèþ àëãåáðàè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà àíàëîãè÷íî ïðèìåíåíèþ ýòîãî ìåòîäà
ê óðàâíåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Äåòàëè ïðèìåíåíèÿ
ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 3.18. Ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïðèâåñòè
óðàâíåíèå (3.41) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòü â áàçèñå
e1 = (1; 0; 0), e2 = (0; 1; 0), e3 = (0; 0; 1).

Ðåøåíèå. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå, èìååò âèä

ϕ(x1, x2, x3) = 5x2
1 + 11x2

2 + 2x2
3 − 16x1x2 + 20x1x3 + 4x2x3.

Åé ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

A =

 5 −8 10
−8 11 2
10 2 2

 .

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

|A− pE| =

∣∣∣∣∣∣
5− p −8 10
−8 11− p 2
10 2 2− p

∣∣∣∣∣∣ =
= (5− p)(11− p)(2− p)− 160− 160− 100(11− p)−
− 4(5− p)− 64(2− p) = (55− 16p + p2)(2− p)− 320−
− 1100 + 100p− 20 + 4p− 128 + 64p =

= 110− 32p + 2p2 − 55p + 16p2 − p3 − 1568 + 168p =

= −p3 + 18p2 + 81p− 1458 = p2(18− p) + 81(p− 18) =

= (18− p)(p2 − 81) = (18− p)(p− 9)(p + 9) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ðàâíû p1 = 9, p2 = 18,
p3 = −9. ×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîñòàâèì ñèñòåìó (5− p)s1 − 8s2 + 10s3 = 0,

−8s1 + (11− p)s2 + 2s3 = 0,
10s1 + 2s2 + (2− p)s3 = 0,

(3.42)

ãäå [s] = (s1, s2, s3)T � èñêîìûé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ïîäñòàâèì â ýòó ñè-
ñòåìó p = p1 = 9:  −4s1 − 8s2 + 10s3 = 0,

−8s1 + 2s2 + 2s3 = 0,
10s1 + 2s2 − 7s3 = 0.
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Ðåøàÿ åå, íàõîäèì [s1] = (t, 2t, 2t)T , [ẽ1] = [s1]/|s1| = (t, 2t, 2t)T /(3|t|) =
= ±(1/3, 2/3, 2/3)T . Âûáåðåì çíàê ¾+¿ è ïîëó÷èì âåêòîð [ẽ1] =
= (1/3, 2/3, 2/3)T . Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (3.42) p = p2 = 18,
ïðèõîäèì ê ñèñòåìå  −13s1 − 8s2 + 10s3 = 0,

−8s1 − 7s2 + 2s3 = 0,
10s1 + 2s2 − 16s3 = 0,

èç êîòîðîé íàõîäèì ñîáñòâåííûé âåêòîð [s2] = (2t,−2t, t), [ẽ2] = [s2]/|s2| =
= (2t,−2t, t)T /(3|t|) = ±(2/3,−2/3, 1/3)T . Äëÿ çíàêà ¾−¿ ïîëó÷àåì [ẽ2] =
= (−2/3, 2/3,−1/3)T .

Íàêîíåö, äëÿ òðåòüåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ p = p2 = −9 ïîëó÷àåì
ñèñòåìó  14s1 − 8s2 + 10s3 = 0,

−8s1 + 20s2 + 2s3 = 0,
10s1 + 2s2 + 11s3 = 0,

ðåøåíèå êîòîðîé äàåò òðåòèé ñîáñòâåííûé âåêòîð [s3] = (2t, t,−2t), [ẽ2] =
= [s2]/|s2| = (2t, t,−2t)T /(3|t|) = ±(2/3, 1/3,−2/3)T . Äëÿ çíàêà ¾+¿ ïîëó-
÷àåì [ẽ3] = (2/3, 1/3,−2/3)T .Ñîñòàâèì èç ýòèõ âåêòîðîâ ìàòðèöó

L = ([ẽ1] [ẽ2] [ẽ3]) =

 1/3 −2/3 2/3
2/3 2/3 1/3
2/3 −1/3 −2/3


è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ [x] = L[y], y = (y1, y2, y3). Â ðåçóëüòàòå
ëèíåéíàÿ ôîðìà 30x1 − 12x2 + 24x3 ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
([b] = (30;−12; 24)T ):

30x1 − 12x2 + 24x3 = [b]T [x] = [b]T L[y] =

= (30;−12; 24)

 1/3 −2/3 2/3
2/3 2/3 1/3
2/3 −1/3 −2/3

 y1

y2

y3

 =

= (18;−36; 0)

 y1

y2

y3

 = 18y1 − 36y2.

Çíà÷èò, ïîä äåéñòâèåì îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà çàäàííîå óðàâíåíèå (3.41)
ïðèìåò âèä

9y2
1 + 18y2

2 − 9y2
3 + 18y1 − 36y2 + 27 = 0.
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Äàëåå âûäåëÿåì ïîëíûå êâàäðàòû äëÿ y1 è y2 è ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

9 (y1 + 1)2 − 9 + 18 (y2 − 1)2 − 18− 9y2
3 + 27 = 0,

9 (y1 + 1)2 + 18 (y2 − 1)2 − 9y2
3 = 0,

(y1 + 1)2

2
+ (y2 − 1)2 − y2

3

2
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàííàÿ ïîâåðõíîñòü äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ âåðøèíîé â òî÷êå (−1; 1; 0) â ñèñòåìå êîîðäèíàò
(y1, y2, y3). ×åðòåæ êîíóñà ïîêàçàí íà ðèñ. 3.5.

O

x1

x2

x3

O′

ẽ1

ẽ2

ẽ3

Ðèñ. 3.5: Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà
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